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Przypomnienie - struktura drzewiasta

Drzewiastg strukturg danych nazywamy strukture
danych S=(D, R, e), w ktdrej relacja porzadkujaca N
opisuje kolejne, rekurencyjne powigzania pomiedzy
danymi elementarnymi drzewa, tworzgcymi kolejne
.poddrzewa”.

Przykfad struktury drzewiastej

‘ Instytut ‘ ‘ Instytut ‘ ‘ Instytut ‘ ‘ Instytut ‘
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Element struktury drzewiastej

Element drzewa zawiera:
¢ Dane elementarne,

+ Realizacje relacji nastepstwa — dowigzania do
nastepnikow;

Korzen Dane
Dowigzanie na Dowigzanie na
lewego potomka m prawego potomka
Przodek Potomek

] Lise
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Drzewa poszukiwan binarnych

Wysokos¢ wezta x:

¢ Najwieksza liczba weztéw na drodze prostej z wezta

x do lisci (bez wezta x);

¢ Inaczej jest to liczba krawedzi na tej drodze;
Wysokos¢ drzewa:

& Wysokos¢ korzenia;

& Wptywa na ztozono$¢ operacji na drzewie;
Gtebokos¢ wezia x:

¢ Najwieksza liczba weztéw na drodze prostej z
korzenia do wezta x (bez korzenia);

¢ Inaczej jest to liczba krawedzi na tej drodze;
Gtebokosc¢ drzewa:
¢ Gtebokos¢ najodleglejszego liscia;
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Drzewa poszukiwan binarnych

Drzewo binarne:
¢ Kazdy wezet ma co najwyzej dwoch potomkow;
Zupetne drzewo binarne (dwojkowe):
¢ Kazdy wezet, z wyjatkiem lisci, ma doktadnie dwoch
potomkow niepustych;
Drzewo poszukiwan binarnych (BST):
+ Dla kazdego wezta (nie liscia) wszystkie wartosci
przechowywane w lewym poddrzewie sg mniejsze od jego
wartosci oraz przeciwnie dla drzewa prawedo;

Drzewo binarne zréwnowazone:
¢ Dla kazdego wezta réznica wysokosci obu poddrzew
wynosi co najwyzej 1;
Drzewo doskonale zréwnowazone:
¢ Wszystkie liscie znajdujq sie na jednym poziomie;
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Drzewa poszukiwan binarnych

Ograniczenia w drzewie poszukiwan binarnych (BST):

¢ Podstawowe operacje realizujg sie szybko, dzieki
symetrycznemu porzadkowi;

¢ Jesli jednak bedziemy do drzewa wstawia¢ elementy np.
posortowane, drzewo rozrosnie sie w jedna ze stron (moze
w skrajnym przypadku by¢ zdegenerowane do listy
powigzanej);

¢ Wtedy ztozonos¢ przeszukiwania (a tym samym
wszystkich innych operaciji) jest liniowa: O(n);

¢ Aby rownowazy¢ drzewa BST wymyslono ich rézne
odmiany, np. drzewa AVL, czerwono-czarne, splay;

¢ Dzieki zréwnowazeniu nie stracimy podstawowej zalety

struktury drzewiastej: ztoZonosci obliczeniowej mniejszej
niz liniowa;
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Drzewa poszukiwan binarnych

Lemat 1
¢ Liczba weztéw w drzewie doskonale zrownowazonym
wynosi: 2M1-1;
Dowdd (przez indukcije)
¢ Przyjmijmy, ze dowolny poziom majg numer /, I=1..h;
¢ Liczba wslestkich weztoéw wynosi:

221 _ okt _
1=0

¢ Przez indukcje:

0
> 2 =2"=1=2"-1=2-1=1
dla 0: n

H+1 H
adla H+1221 :ZZI+2H+1: 2H+l _1+2H+1 :2H+2 _1

=0 =0
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Drzewa AVL

Drzewo AVL (1962 — Adelson-Velskii, Landis)
¢ Drzewo AVL jest rozwinieciem drzewa BST;
¢ Dla kazdego wierzchotka w drzewie AVL wysokosci
dwéch poddrzew rdznig sie o co najwyzej 1 poziom;
¢ Wezet oprécz pol danych, lewego i prawego
dowigzania ma tez pole opisujace roznice wysokosci
lewego i prawego poddrzewa;

z definicji wynika, ze to pole moze mie¢ warto$¢ z podzbioru
{-1,0, 1}
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Operacje na drzewie AVL

Wyszukanie:

¢ drzewo AVL jest tez drzewem BST, zatem operacja
wyglada tak jak dla drzew BST;

Wstawianie:

¢ polega na wyszukaniu miejsca w drzewie a potem
wstawieniu elementu (jak w BST);

¢ poniewaz podczas operacji struktura drzewa zmienia
sie i moze nie zosta¢ zachowany warunek AVL (o
réznicy w wysokosci poddrzew), trzeba te strukture
przywrocic;
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Operacje na drzewie AVL

Usuwanie:

¢ polega na wyszukaniu elementu w drzewie a potem jego
usunieciu (patrz BST)

¢ podczas operacji nalezy utrzymac zrownowazong strukture
drzewa (j.w.);

Rotacja:
¢ zmiana konfiguracji weztéw;
¢ celem jest przywrdcenie struktury drzewa AVL;
¢ wyrdzniamy rotacje:
lewe i prawe,
pojedyncze i podwajne;
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Operacje na drzewie AVL

Obliczanie wag wierzchotkow:
¢ Dla kazdego wierzchotka drzewa:
w( x) = h(LD) - h(PD),
gdzie LD i PD sg odpowiednio lewym i prawym
poddrzewem drzewa o korzeniu w x;

(6 .00
Pamietaj! +1 /
Drzewo BST jest drzewem AVL @ 0
: AN
dla kazdego wierzchotka w: 0 0
w(x) €{-1,0,+1} 0
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Operacje na drzewie AVL

Wstawianie — niespetniony warunek AVL:

¢ Wstawienie nowego elementu do drzewa BST moze
zwiekszy¢ wysoko$¢ poddrzewa (wymagana rotacja);
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Operacje na drzewie AVL

Usuwanie — niespetniony warunek AVL:

¢ Usuniecie elementu z drzewa BST moze zmniejszyé
wysokos¢ poddrzewa (wymagana rotacja)!

< x,
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Operacje na drzewie AVL

Rotacja:

¢ Lewa rotacja (lub ,w lewo”):
Polega na obrocie wokot wyréznionego wezta (x) przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara;

W wyniku rotacji wezet y staje sie nowym korzeniem
poddrzewa, wezet x zostaje jego lewym synem a lewy syn
wezta y zostaje prawym synem wezia x;

Mozna jg wykonad, jezeli prawy syn wezta y nie jest NULL;
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Operacje na drzewie AVL

Rotacja:

¢ Prawa rotacja (lub ,w prawo”):
Dziata symetrycznie do lewej rotacji;

¢ Rotacje rozpoczynamy od wezta z wagg réwng * 2;
Kierunek zalezy od znaku;
¢ Przy wstawianiu elementu do drzewa AVL musimy
wykonac co najwyzej 1 rotacje;
¢ Przy usuwaniu elementu z AVL moze sie zdarzy¢, ze
bedziemy musieli wykonac tyle rotacji ile jest poziomdéw
w drzewie;
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Operacje na drzewie AVL

Rotacja lewa wokot B:
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Operacje na drzewie AVL
Rotacja prawa wokot B:
/\ 0
+1 ‘3 0
X Y Y Z
!
!
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Operacje na drzewie AVL

Rotacja lewa wokéf A i prawa wokéf C:

!
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Operacje na drzewie AVL

Rotacja prawa wokot A i lewa wokot C:

!
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Operacje na drzewie AVL

¢ Przykfad — rotacja pojedyncza: AVL spetniony
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Operacje na drzewie AVL

. Przgkiad — rotacja pojedyncza: AVL l31iespelniony
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Operacje na drzewie AVL

¢ Jeszcze jeden przykfad — rotacja podwdjna: AVL
spefniony

+2©

N
%Rotaqa wokot 3
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Po rotacji wokot 5
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Operacje na drzewie AVL

Koszt operacji wstawiania i usuwania w AVL:
¢ Rotacje dziatajg w czasie O(1);
¢ Zmieniaja tylko wartosci wskaznikéw a pozostate pola weztéw sg
bez zmian;

¢ Dla drzewa o ‘n’ wierzchotkach:

minimalna liczba wierzchotkéw w drzewie AVL o wysokosci h?

N,=1

N&=Ny, + Ny, +

Mozna udowodni¢ przez
indukcje, ze N, >2 1?2
Stadh <2 1g N,

¢ Liczba rotacji (koszt operacji) wynosi co najwyzej ‘Ilg n’;
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Dzigkuj¢ za uwage
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