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drzewa czerwono — czarne;




Drzewa czerwono - czarne (r-b)

Drzewo czerwono — czarne ,r-b” (1):

¢ Drzewo czerwono — czarne (r-b) jest kolejnym
rozwinieciem drzewa BST;

¢ Powstato w celu przyspieszenia operacji przez
odpowiednig organizacje weztéw w drzewie;

¢ Dzieki zastosowanym metodom rownowazenia
pesymistyczna ztozono$¢ operacji wynosi
O(lg n);

¢ Drzewo r-b powstaje przez rozszerzenie wezta
drzewa BST o pole koloru {czerwony, czarny};
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Drzewa czerwono - czarne (r-b)

Drzewo czerwono — czarne ,r-b” (2):

¢ W drzewie r-b:
Wszystkie wskazania NULL traktujemy jako wskazania na
zewnetrzne wezly drzewa — liscie;
Zwyczajne wezly drzewa r-b (zawierajace klucze) nazywamy
wewnetrznymi weztami drzewa;

¢ Przyjmuje sie nastepujace zatozenia:
(1) Kazdy wezet ma kolor czerwony lub czarny;
(2) Korzen ma kolor czarny;
(3) Kazdy wskaznik o wartosci NULL ma kolor czarny;
(4) Jezeli wezet ma atrybut czerwony, to jego potomkowie sg
koloru czarnego;
(5) Dla kazdego wezta kazda prosta $ciezka od wezta do
liscia zawiera jednakowag liczbe weztéw czarnych;
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Drzewa czerwono — czarne

Drzewo czerwono — czarne (3):

¢ Wysokos¢ wezta: h(x) — najwieksza liczba weztéw na
drodze prostej z wezta x do lisci;

¢ Czarna wysoko$¢ wezta: bh(x) — liczba weztéw
czarnych (z uwzglednieniem NULL) na drodze od
tego wezta do liscia (z wykluczeniem tego wezta);

¢ Czarna wysokosc¢ drzewa r-b — czarna wysoko$¢é
korzenia danego drzewa;

Z.Tarapata, Algorytmy i struktury danych, wyktad nr 7 5

Drzewa czerwono — czarne

Drzewo czerwono — czarne (3):
¢ Przyktad drzewa:




Drzewa czerwono - czarne

Twierdzenia dotyczace drzewa czerwono —
czarnego (1):
¢ Lemat 1

Kazde poddrzewo r-b o korzeniu w dowolnym x posiada co
najmniej n = 2bhx) — 1 wewnetrznych weziow.

¢ Dowdd:

Przez indukcje wzgledem wysokosci wezta x:

+ Jezeli x ma wysokos¢ 0, to x musi by¢ lisciem (NULL) a
poddrzewo o korzeniu w x zawiera 20h®)-1=20-1=0 weziow;

* Niech x bedzie weztem wewnetrznym o dodatniej wysokosci i
dwoch potomkach. Kazdy ma czarng wysoko$¢ rowng bh(x)
albo bh(x)-1 (zaleznie od koloru);

Wysokos$¢ potomka jest mniejsza od wysokosci wezta, wiec
kazde z poddrzew o korzeniach w potomkach x ma ma co
najmniej 2°h(x-1-1 weztow wewnetrznych;

» Zatem drzewo o korzeniu x ma:

(2bh(x)-1_1 )+(2bh(x)»1_1 )+1 = 2bh(x)_1 .

Krok indukceyjny
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Drzewa czerwono - czarne

Twierdzenia dotyczace drzewa czerwono —
czarnego (2):
¢ Lemat 2

Kazdy wezet x o wysokosci h(x) ma czarng wysokos¢ réwng
bh(x) = h(x) / 2.

¢ Dowdd
Z zatozenia 4 wynika, ze co najwyzej h(x) / 2 weztéw na
drodze z wezia do liscia jest czerwona;

Zatem co najmniej h(x) / 2 wezidw jest czarna;
Inaczej: czarna wysoko$¢ wezta wynosi co najmniej h(x)/2;
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Drzewa czerwono - czarne

Twierdzenia dotyczace drzewa czerwono —
czarnego (3):

¢ Lemat 3
Drzewo r-b o n weztach wewnetrznych ma wysokos¢ nie
wiekszg niz 2 Ig(n+1).

¢ Dowod:
Niech h(x) bedzie wysokoscig drzewa o korzeniu x.
Z lematu 2: bh(x) = h(x)/2
Z lematu 1: n = 2bh(x) - 1
Zatem:
s n22hx/2_1
e n+1>=2hx/2
< Ig(n +1)2h(x)/2
» 2lg(n+1)=h(x).
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wyszukanie, minimum, maksimum, nastepnik,
poprzednik:

¢ poniewaz drzewo tego typu jest drzewem BST, te
operacje wygladajg tak, jak dla drzew BST;

¢ ztozonos¢ operaciji:
dla BST: O(h);
dla r-b: O(lg n);

Wstawianie, usuwanie:
¢ te operacje ulegajg zmianom;
¢ dlaczego?
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie:
¢ Wstawienie analogiczne do operacji w drzewie BST;
¢ Korekta: wyrézniamy dwa podejscia:
.Bottom Up” oraz ,,Top-down”;
# Jaki kolor nada¢ wstawianemu weztowi?

¢ Czerwony (?):
Moze zosta¢ zaburzone zatozenie 4:

« Jezeli wezet ma atrybut czerwony, to jego potomkowie sq koloru
czarnego;

¢ Czarny (?):

Moze zosta¢ zaburzone zatozenie 5:

» Dla kazdego wezta kazda Sciezka od wezta do lisci zawiera
Jjednakows liczbe weztéw czarnych;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” (1):
& Wstaw wezet;

® Pokoloruj wezet na czerwono (X wskazuje na nowy
wezef);

& Mozliwe przypadki:
0: X to korzen — koloruj na czarno;
1: Zaréwno przodek (ojciec) jak i bezposredni sgsiad przodka
(wuj) sg czerwone;
2 (zig-zag): Przodek jest czerwony, ale wuj jest czarny;
Ponadto X i ojciec sq synami po przeciwnych stronach;

3 (zig-zig): Przodek jest czerwony, ale wuj jest czarny;
Ponadto X i ojciec sg albo lewymi albo prawymi synami;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 1 (1)

& (1): Zaréwno przodek (ojciec) jak i bezposSredni
sgsiad przodka (wuj) sq czerwone

¢ Korekta:
koloruj przodka i jego sgsiada (wuja) na czarno;
koloruj przodka przodka (dziadka) na czerwono;
wskaz X na przodka przodka (dziadka);
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 1 (2)

G U jest czerwony / X
G
U
@
X— — p
- przekolorowanie;

- przemieszczenie
wskaznika; \
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 2: Zig-Zag (1)

* (2) Zig-Zag:
Przodek jest czerwony, ale wuj jest czarny;
Ponadto X i ojciec sq synami po przeciwnych stronach;

¢ Korekta:
wykonaj rotacje w lewo wokot ojca;
wykonaj rotacje w prawo wokot dziadka;
koloruj dziadka na kolor czerwony;
koloruj X na czarno;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 2: Zig-Zag (2)
X

- podwdjna rotacja: S
- X woko6t P, U
- X wokot G;

- przekolorowanie G i X;

Z.Tarapata, Algorytmy i struktury danych, wyktad nr 7




Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 3: Zig-Zag (1)

¢ (3) Zig-Zag:
Przodek jest czerwony, ale wuj jest czarny;
Ponadto X i ojciec sg albo lewymi albo prawymi synami

¢ Korekta:
wykonaj rotacje w prawo wokot dziadka;
koloruj ojca i dziadka na kolor czarny;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przypadek 3: Zig-Zag (2)

- rotaCJa P wokot G;

- przekolorowanie P i G;

— Ten przypadek zachodzi w drugim kroku przypadku 2,
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przykiad (1):

-
®

Czy potrafisz wstawié
wezel z wartosciq 4?
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przykiad (2):

Po wstawieniu wezta 4:
- Wezel x i przodek sq
koloru czerwonego;, /
- Mamy przypadek 1, c

- Zatem nalezy

przekolorowac wezly i
przesunq¢ wskaznik x;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przykiad (3):

- Ponownie wezel x i
przodek sq koloru
czerwonego,

- Stryj y wezla x jest
czarny a x jest prawym
synem,

- Mamy przypadek 2,

- Zatem nalezy dokonac
podwajnej rotacji x i
przekolorowac wezly,
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przykiad (4):

-Po wykonaniu lewej
rotacji x wzgledem 2; X
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przykiad (5):

-Po wykonaniu prawej

rotacji x wzgledem 11, >
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — przyktad (6):

-Po przekolorowaniu x i
11;

-Drzewo teraz jest
poprawnym drzewem r-b;

Z.Tarapata, Algorytmy i struktury danych, wyklad nr 7 24




Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Wstawianie ,,Bottom Up” — algorytm korekty:

1 while color[p[z]] = RED

2 do if p[z] = lefr[p[p[z]]]

3 then y « right[p[p[z]]]

4 if color[y] = RED

5 then color[p[z]] < BLACK ’ ‘
6 Przypadek (1)

7

8

9

color|y] < BLACK
color[p[plz]]] < RED

z « plplz]]

. else if z = rightlp(z]] ’ ‘
10 then z < p[z] Przypadek 2)

11 LEFT-ROTATE(T, z)

12 color{p[z]] < BLACK ’ Przypadek (3) ‘
13 color[p[plz]]] < RED

14 RIGHT-ROTATE(T, plplz]D

15 else (same as then clause

with “right” and “left” exchanged)
16 color[root|T]] < BLACK
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie:

¢ Jakie zmiany wywotuje usuniecie wezta?

¢ Czerwonego:
Czarne wysokosci weztéw nie zmieniajg sie;
Ponadto usuwany wezet nie mogt by¢ korzeniem, bo byt koloru
czerwonego;

¢ Czarnego:
Sciezki z usuwanym weztem majg o jeden wezet czarny mniej:
ztamanie zatozen 4i 5;

Jezeli usuwany wezet byt korzeniem, moze zastapic¢ go
potomek koloru czerwonego: ztamanie zasady 2;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up”:
¢ Usuwanie analogiczne do operacji w drzewie BST;

¢ Korekta przy usuwaniu wezta czarnego:

Zatozenia:
* U - wezel usuwany;
* V — wezet, ktory zastepuje U;
* P —przodek wezta V;
* S - sasiad (brat) wezta V;
» X wskazuje wezet z nadmiarowym kolorem czarnym;
Przypadki:
* (1) S jest koloru czerwonego;
* (2) S jest koloru czarnego oraz ma dwdéch czarnych potomkow;
* (3) S jest koloru czarnego a prawy potomek koloru czerwonego;
* (4) S jest koloru czarnego, prawy potomek koloru czarnego a lewy

|
NUITUTU CLZTTWUIT IU&U,
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 1 (1):
¢ (1) S jest koloru czerwonego;

¢ Korekta:
Rotacja S wokoét P;
Przekolorowanie Si P;

¢ Uwaga — to nie jest stan koncowy;
¢ Wystapi jeden z przypadkow (2) — (4);
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 1 (2):
S
P rotacja

“Yea V«s

P‘ ‘ A4k010rowame
'O @
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 2 (1):

¢ (2) S jest koloru czarnego oraz ma dwdch czarnych
potomkow;

¢ Korekta:
Przekolorowanie S na czerwono;
Jezeli P jest koloru czerwonego — bez zmian;

Jezeli P jest czarne — kolor musi by¢ propagowany w drzewie w
kierunku korzenia;
» Korekta musi by¢ rekurencyjnie powtarzana az do wyprowadzenia
koloru nadmiarowego z drzewa;

Z.Tarapata, Algorytmy i struktury danych, wyktad nr 7 30




Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 2 (2):

# (2) S jest koloru czarnego oraz ma dwoch czarnych
pot mkow;
X

Czerwony F przekolorowanle
lub czarny

Jezeli czarny — propagowanie w gére koloru;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 3 (1):
¢ (3) S jest koloru czarnego a prawy potomek koloru
czerwonego (lewy — dowolnego);

¢ Korekta:
Rotacja S wokot P;
Zamiana koloréw Si P;
Przekoloruj prawego potomka S na czarno;

¢ Przypadek koncowy!
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 3 (2):

¢ (3) S jest koloru czarnego a prawy potomek koloru
CZE&rwonego; S

P

rotacja

s vﬁo

przekolorowanie
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 4 (1):

¢ (4) S jest koloru czarnego, prawy potomek koloru
czarnego a lewy koloru czerwonego;

¢ Korekta:
Rotacja lewego potomka S wokét S;
Zamiana koloréw S i lewego potomka S;

¢ Teraz stan zgodny z przypadkiem 3;
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym

Usuwanie ,,Bottom-Up” — przypadek 4 (2):

¢ (4) S jest koloru czarnego, prawy potomek koloru
czarnego a lewy koloru czerwonego; P

N\
\ S Pl | \ ‘ h
X
V J
rotacja \%\S

przekolorowanie
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Operacje na drzewie czerwono — czarnym
Usuwanie ,,Bottom-Up” — algorytm korekty:
1 while x # reot[T] and color(x] = BLACK
2 do if v = lefi[ p[x]]
3 then w < righi[p[x]]
4 if color|w] = RED
5 then colorjw] + BLACK = Case | Przypadek (1)
6 color[plx]] < RED = Case |
7 LEFT-ROTATE(T, plx]) e Case |
8 w <« right| plx]] > Case |
9 if color(left|w]] = BLACK and color|right[w]] = BLACK
10 then color{w] < RED > Case 2 Przypadek (2)
11 x <« ply] > Case 2 }'
12 else if color|right|w]] = BLACK
13 then color[lefilw]] < BLACK o> Case 3
1 color[w] « RED s Przypadek (3)
15 RIGHT-ROTATE(T, w) = Case 3
16 w « right[plx]] = Case 3
17 color|w] < color| p[x]] = Case 4
18 color| plx]] < BLACK o Case 4 Przypadek (1)
19 color|right|w]] < BLACK > Case 4
20 LEFT-ROTATE(T, p[x]) > Case 4
21 x <« root|T] > Case 4
22 else (same as then clause with “right” and “left” exchanged)
23 color[x] < BLACK
36
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Dzigkuj¢ za uwage
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