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Elementy matematyki finansowej

1. Znaczenie czasu w ocenie efektywnosci inwestycji

» W_ procesie inwestycyjnym istotnym elementem stanowiacym

przestanke racjonalizujaca proces decyzyjny w przedsigbiorstwie
jest migdzy innymi czas.

» Im wczeséniej zwroci si¢ nam zainwestowany kapital, tym szybciej
bedzie go mozna wykorzysta¢ do finansowania innych inwestycji
uzyskujac z nich dochdd.

» ,,Zamrozenie” kapitalu przez dhuzszy okres nie tylko pozbawia nas
dodatkowego kapitatu z innych zrodel, ale ze wzgledu na istniejaca
inflacje¢, odzyskany pieniadz posiada inna wartos¢ niz w chwili jego
zainwestowania.

» Whniosek: czas wptywa na warto$¢ pieniadza. Wartosc¢ ta jest rozna
w r6znych momentach w przysztosci.

» Oceniajac efektywnos$¢ projektow inwestycyjnych bardzo czgsto
dokonujemy poréwnan biezacych nakladéw inwestycyjnych z
przysztymi dochodami. W takich przypadkach musimy jednak

uwzglednia¢ zmienna warto$¢ pieniadza w czasie zapewniajac

poréwnywalnos¢ czasowa sktadnikow rachunku finansowego.

» Mozna to osiagna¢ sprowadzajac warto$¢ strumieni pieniadza na

okredlony moment. Zazwyczaj jest to moment sporzadzania

racjonalizacji decyzji inwestycyjnych.
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2 Procent prosty i skfadany

W celu obliczenia naleznych odsetek od kredytu za kolejne okresy
wyznaczane datami ich ptatno$ci, powinno skorzystac si¢ ze wzoru:

.t
(2.1) It:P-l.%

I, — odsetki od kredytu nalezne po ¢ dniach;

P — kwota zaciagnigtego kredytu;

i — roczna stopa procentowa, (1 rok rowna si¢ 360 dni);
t — okres pomiedzy kolejnymi ptatno$ciami odsetek .

Aby obliczy¢ stope procentowa i, kredytu za ¢ dni korzystamy z
zalezno$ci:

.1 Lt
(2‘2) ZI—F—/(Z.I)/—Z'%

Przyklad 2.1

Pozyczamy 100 tys zt a za 4 miesiace bedziemy musieli
zwr6ci¢ 110 tys zt. [le wynosi roczna stopa procentowa kredytu?

Rozwigzanie
P=100 tys;
1,=110 tys-100 tys= 10 tys;
=4-30 dni=120 dni.

Korzystajac ze wzoru (2.1) obliczamy i:

IO:IOO-i-@ = i=03=30%
360
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W przypadku lokat mozemy mie¢ do czynienia z r6znymi sposobami

naliczania odsetek.

» Jezeli odsetki w calym okresie trwania lokaty naliczane sa od tej
samej podstawy roéwnej poczatkowej kwocie lokaty, to mamy
sytuacje odsetek prostych nazywanych procentem prostym.

» Natomiast, gdy catkowity okres lokaty podzielony jest na
podokresy, a odsetki za kolejne podokresy naliczane sa od
poczatkowej kwoty lokaty powigkszonej o odsetki naliczone za
poprzednie podokresy, wtedy mamy do czynienia z odsetkami
sktadanymi zwanymi procentem skladanym.

Dodawanie odsetek do kwoty lokaty nazywa sie kapitalizowaniem
odsetek.

7 kapitalizacja odsetek wiaze si¢ pojecie okresu bazowego. Jest on
rowny okresowi, po uptywie ktorego doliczane sa odsetki a otrzymana
suma jest podstawa do naliczania odsetek w nastgpnym okresie
bazowym.

Dla odsetek prostych, koncowa wartos¢ lokaty P, obliczamy ze
wzoru:

03 Po=P-(l+n-i)=Py+Py-n-i=PF+1

P, — poczatkowa warto$¢ lokaty;

n — ilo$¢ okresow bazowych;

i — oprocentowanie lokaty za jeden okres bazowy;
I — odsetki za caty okres trwania lokaty.

Dla odsetek sktadanych, koncowa wartos¢ lokaty P, jest obliczana ze
wzoru:

04y P, =P -(1+i)" =P +P, -[(1+i)” —1]:P0 +1
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Przyklad 2.2

Zatozmy, ze bank nalicza i kapitalizuje odsetki co kwartat.
Poczatkowa kwota lokaty wynosi 15 tys zl, a roczna stopa procentowa
wynosi 24%.

Nalezy obliczy¢ wartos$¢ lokaty po uptywie pot roku.

Rozwiqzanie

Naliczanie i kapitalizowanie odsetek co kwartal wiaze sig z
procentem sktadanym, gdzie okres bazowy wynosi 3 miesiace (=90
dni). Rozwazmy dwa okresy bazowe (n=2).
Oprocentowanie za 3 miesiace obliczamy ze wzoru (2.2):

igp = 0.24-% =0.06 = 6%

Aby obliczy¢ wartos$¢ lokaty po uplywie pot roku korzystamy ze
wzoru (2.4):

P, =15-(1+0.06)° =16.854
|

Zalezno$¢ (2.4) dotyczy przypadku tzw. kapitalizacji zgodnej.
Wystepuje ona wtedy, gdy okres kapitalizacji jest taki sam jak okres
stop procentowych.

W pozostalych przypadkach wystepuje kapitalizacja niezgodna.
W takim przypadku, koncowa wartos¢ lokaty P, wyraza si¢ wzorem:

l. n-m
es fn=h (HZJ
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3. Dyskonto proste i sktadane

Obliczanie wartosci poczatkowej P, kapitalu na podstawie jego
warto$ci koncowej P, nazywane jest dyskontowaniem. Réznica P,-P)
nazywana jest dyskontem.

W zaleznosci od rodzaju oprocentowania mowimy o dyskoncie
prostym lub skladanym.

Przypadek procentu prostego po przeksztatceniu wzoru (2.3):

Pl’l
eo o=,

Przypadek procentu sktadanego po przeksztatceniu wzoru (2.4):

P

n

(2.10) £y = (1+i)

W dyskontowaniu, stopa procentowa i za jeden okres zwana jest stopa
dyskontowa.

Przyklad 2.3

Jaka kwote nalezy zainwestowac, aby po 2 latach otrzyma¢ 110
tys zl, jezeli stopa procentowa wynosi 20% . Zatozy¢ kapitalizacjg
roczna odsetek.

Rozwiqzanie

P =—1% 76380 4.

(14020
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4. Nominalna i efektywna stopa procentowa

Banki, jako oprocentowanie lokat podaja nominalna, roczna
stop¢ procentowa oraz czgstotliwos¢ kapitalizowania odsetek. Na
przyktad lokata 12-to miesigczna, stopa procentowa 32 % w stosunku
rocznym, odsetki kapitalizowane co kwartat.

Czestos¢ kapitalizacji odsetek powoduje, ze kapitat zdeponowany w
banku przyrasta szybciej niz 32 % w ciagu roku.

Rzeczywisty przyrost kapitalu bedziemy definiowaé efektywna
stopa procentow3.

Jezeli przez i, oznaczymy efektywna stopg procentowa to, gdy odsetki
od lokaty byly kapitalizowane cze$ciej niz raz do roku.:

12y L =F -1,

DA (0
2.13) ze—PO P —(1+z) 1

gdzie [ - odsetki za caty okres trwania lokaty.

Dla naszego przyktadu, efektywna stopa procentowa i, wynosi:

e

4.1
i :(1+%} ~1=(1+0.08)" =1=0.36 =36%

Obliczamy je wykorzystujac (2.2):

i =032.22 _0.08
360

W przypadku, gdy odsetki sa placone rzadziej niz raz na rok,
efektywna stopa procentowa bedzie rowna rocznej stopie procentowe;.
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Oznacza to, ze okresem bazowym bedzie 1 rok.

Obliczamy i, ze wzoru:

@17 i, =(1+i)"" -1

Zalezno$¢ ta pozwala obliczy¢ wielko$¢ efektywnej stopy
procentowej, gdy zainwestowany kapital przyrasta o staly procent nie
czesciej niz raz na rok.

Przyklad 2.4

Ile wynosi efektywna (roczna) stopa procentowa, jezeli w
wyniku zainwestowania 10 tys zt po 2 latach otrzymaliSmy z
powrotem 15 tys zt.

Rozwigzanie
Zysk z inwestycji wynosi 15 tys — 10 tys =5 tys, czyli mamy
nastgpujace dane:
I=5 tys;
n=2;
Py=10 tys;
P2:15 tyS.
Stopa procentowa i za caly okres trwania inwestycji wynosi:

i:i:O.5=50%
10

Wykorzystujac zaleznos¢ (2.17) obliczamy stopeg efektywna i,

i, =(1+0.5)"% —1=0.2247 =22.47%
|
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5. Wartos¢ przyszia pienigdza

Wartos¢ przyszla (Future Value — FV) okresla, jaka bedzie w
przyszlosci warto$¢ pieniadza zainwestowanego obecnie.

Zatozmy, ze lokujemy 1 000 zt w banku na poczatku roku na 5 lat z
roczna stopa procentowa 10 % przy rocznej kapitalizacji odsetek.

Przyszte wartosci zainwestowanej kwoty wynosza:

» Z koncem 1 roku: 1000-(1+0.1)=1100

> Z koncem 2 roku: 1000-(1+0.1)*=1210

» Z koncem 3 roku: 1000-(1+0.1)3 =1331

» Z koncem 4 roku: 1000-(1+0.1)4 =1464.1
> Z koncem 5 roku: 1000-(1+0.1)° =1610.5.

Ogolny wzor okreslajacy warto$¢ pieniadza w n-tym momencie w
przysztosci ma nastgpujaca postaé :

18y B, =Py -(1+i)' =Py -q"

n — moment w przyszlosci, dla ktorego jest liczona warto§¢ koncowa
pieniadza;

P, — wartos$¢ poczatkowa;

P, — przyszta warto$¢ kapitatu;

i — stopa procentowa dla okresu bazowego;

q -roczny wspolczynnik procentowy (1+7).

! Uwazny Czytelnik spostrzeze, ze podany wzor po raz pierwszy pojawil sig¢ w (2.4) przy okazji omawiania
procentu ztozonego. Warto tutaj roOwniez zaznaczy¢, ze w przypadku warto$ci przysziej pieniadza, aktualnym
pozostaja zaleznosci (2.5) i (2.6).
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Jezeli pod koniec kazdego roku bedziemy lokowaé t¢ sama kwotg e,
wtedy ich taczna warto$¢ w n-tym momencie w przyszto$ci wyraza si¢
nastgpujacym wzorem:

1-¢"
@19 T =€ I—g
1-¢g"

gdzie wyrazenie oznacza czynnik oprocentowujacy réwne,

I-¢
roczne ptatnosci w czasie n.

Powyzsza zaleznos$¢ okre§la warto$¢ przyszta renty placonej z dohu
typu annuity.

Warto$¢ przyszia renty placonej z géry typu annuity obliczamy
korzystajac z nastepujacego wzoru:

1-¢"
P = e . q .
(2.20) 7 1—-¢
— -
|
e e e e e e
0 1 2 3 4 n-1 n czas

Rysunek Istota warto$ci przysziej
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Przyklad 2.5

Zatozmy rozpatrywacé zaciagnigcie kredytu w wysokosci Py w
dwoch bankach na okres n miesigcy.
Nominalne oprocentowanie kredytu za kazdy miesiagc w obu bankach
jest takie samo.
Pierwszy bank wymaga, aby odsetki od kredytu byly ptacone raz przy
zwrocie kredytu, natomiast w drugim banku nalezy odsetki ptaci¢ co
miesiac.
W ktorym banku koszt kredytu jest wigkszy.

Rozwigzanie

Niech i oznacza miesi¢czne, nominalne oprocentowanie
kredytu.
W pierwszym banku wielko$¢ ptaconych odsetek /; wynosi:

11 :P()'n'l

Jest to jednoczesnie przyszta warto$¢ odsetek, poniewaz zgodnie z
wymaganiami sa one ptacone pod koniec okresu kredytowania.

Rozwazajac kredyt w drugim banku nalezy zauwazy¢, ze z obliczona
wyzej warto$cia /; mozna jedynie porownaé wartos¢ przyszia odsetek
na koniec trwania kredytu ptatnych co miesiac w roéwnych
wysokosciach (czyli w postaci renty rocznej typu annuity z platnoscia
z dotu).

W tym celu wykorzystamy wzor (2.19):

e=i-P,— warto$¢ raty odsetkowej w kazdym miesiacu;
g=1+i.
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Podstawiajac powyzsze wyrazenia do wzoru na /, otrzymamy:

C1=-1+D" C1=(1+9)" -
I, =P -i-————=P-i-—————=PF, -\(1+1)" -1
2 0 1—(1+1) 0 _; 0 (( ) )

Poniewaz i>0 oraz (1+i)"-1>n-i * stad
1>1,.

Oznacza to, ze koszt kredytu w drugim banku jest wigkszy od kosztu
kredytu w banku pierwszym.
|

Przyklad 2.6

Zatozmy, ze chcemy zaciagnaé¢ kredyt w wysokosci Py, w
jednym z dwoch bankéw na okres n miesigcy. W obu bankach stopa
procentowa jest taka sama, a odsetki nalezy ptaci¢ po uptywie
kazdego miesiaca.

W pierwszym banku calg kwote kredytu nalezy splaci¢ jednorazowo
na koniec n-tego miesiaca. Drugi bank wymaga splat¢ kredytu w
rownych ratach kapitatowych pod koniec kazdego miesiaca.

W ktorym banku koszt kredytu jest wigkszy?

Rozwigzanie

Podobnie jak w Przyktadzie 2.5, warto$¢ strumieni pienigznych
zwigzanych z kredytami bedziemy odnosi¢ do momentu konca
trwania okresu kredytowania. Jednak w przeciwienstwie do
poprzedniego przyktadu, ze wzgledu na fakt réznych form sptaty
kredytu, powinno uwzgledni¢ si¢ nie tylko warto$¢ przyszta odsetek
ale rowniez rat kapitatowych.

“ Wyjasnienie nierownosci (1+i)"-1>n-i opiera si¢ na wzorze dwumiennym Newtona:

(n n n n n n
1+i)" = R e e B B L I D S I S I D L A
R e s o))

1+n-i
czyli (1+0)" =1>+n-i)-1=n-i
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W przypadku pierwszego banku warto$¢ placonych odsetek i sptaty
kredytu na koniec n-tego miesiaca obliczamy ze wzoru:

n

Py+P, =/(2.19)/ = P, +e-11 4
gdzie
P,— warto$¢ obecna kredytu;
P, — warto$¢ przyszla ptaconych odsetek;
e=i-P,— wielko$¢ ptaconych odsetek;
g=1+i.
Uwzgledniajac powyzsze oznaczenia otrzymamy:

(2.17)
1—(1+1)"

e AR N IS R

By+ B, =Fy+i-F;

Dla drugiego banku obliczenia si¢ komplikuja. Mianowicie na koniec
kazdego miesiaca ptacimy poza odsetkami réwniez raty kapitatowe.
Harmonogram dokonywanych platno$ci jest w tym przypadku
nastepujacy:
odsetki +  raty kapitatowe
1

» Platno$¢ na koniec 1-szego miesiaca: Fy-i  + —Fy;
n
. : . . 1 1

» Platno$¢ na koniec 2-giego miesiaca: | Fy ——-Fy |-i +—Fy;
n n

. . - 1 1
» Platno$¢ na koniec 3-ciego m1e51a<ca:(Po -2-—- E)j it — Ry
n n

1 o1
» Platno$¢ na koniec k-tego miesiaca: (Po —(k-1)-—- Poj it —-Fy;
n

. . 1
» Platnosc¢ na koniec n-tego mles1qca:(R) —(n-1)-—- Poj (it—-F.
n n
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Nalezy wigc obliczy¢ warto$¢ przyszta warto$¢ powyzszych strumieni
dokonywanych ptatnosci. Biorac k-ty z kolej strumien, jego warto$¢
przyszia jest nastgpujaca:

1 1 _
[(P()—(k—l)--Poj-i+~P0j~(l+i)" k
n n
Sumujac przyszte wartosci poszczegdlnych strumieni otrzymamy:
I’l 1 . 1 \n—k .\n
Q2 Y| B—k-1)-— B |-i+— B |-(1+i)' " =R -(1+i)
k=1 n n
Porownujac powyzsza zalezno$¢ (2.22) z warto$cia przyszla strumieni
ptatnosci zwigzanych z kredytem zaciagnigtym w pierwszym banku

(2.21) stwierdzamy, ze koszt kredytow w obu bankach jest
jednakowy.
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6. Wartos¢ biezaca pieniadza
Warto$¢ biezaca (Present Value- PV) okresla, jaka jest obecna

wartos¢ pieniadza, Kktéorego otrzymanie jest oczekiwane w
przysziosci.

Zatozmy, ze za 5 lat oczekujemy kwoty 1000 zi. Jaki kapital nalezy
obecnie zainwestowal przy rocznej stopie 15 %, aby otrzymaé
oczekiwana kwote.

Zeby rozwiazaé powyzszy problem skorzystamy z zaleznosci (2.18),
gdzie i=0,15; P,=1000 zt; n=5. Szukana wielkos$cia jest P,.
Przeksztatcamy wzor (2.18) w nastgpujacy sposob:

An b P
(223)f;._}%-(1+z) = })-_ZI;;Y;_-QH

1

gdzie o

jest tak zwanym czynnikiem dyskontujacym.

W naszym przykladzie otrzymamy:

P =—20 _~ 49715

(1+0,15)

Zatozmy obecnie, ze przez n kolejnych lat pod koniec kazdego
roku pojawiaja sig¢ wartosci e kazda.
Ich warto$¢ biezaca oznaczana przez P, obliczymy ze wzoru:

_ l-gq
2m fo =€
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Rysunek Istota wartosci biezacej

Przyklad 2.7

Lokujemy 1000 zt w banku wedlug stopy procentowej 15 %.
Zalézmy, ze na koniec kazdego roku ptacone sa nam odsetki od
ulokowanego kapitalu, za$ po 3 latach bank wyptaca nam réwniez
ulokowana kwote. Obliczy¢ warto$¢ biezaca wszystkich wptywow w
przysztosci wykorzystujac do dyskontowania wartos¢ 10 %.

Rozwigzanie
i=0,1
e;=e,=0,15-1000=150
e3=0,15-1000+1000=1150.

Obliczamy wartos$¢ biezaca kazdego z przysztych wplywow:

Mianowicie:
» Wartos¢ biezaca pierwszego wplywu:

0,15-1000

(1+0,1)

=136.36
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» Wartos$¢ biezaca drugiego wptywu:

0,15-1000

o) 123.97

» Wartos¢ biezaca trzeciego wptywu:

0,15-1000 +1000

=~ 864.01
(1+0,1)

co daje nam nastgpujaca warto$¢ biezaca P, wszystkich wplywow,
czyli:

P, =136.36+123.97+864.01 =1124.34
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W wielu przypadkach mamy jednak do czynienia z szeregami
ptatnosci o jednakowej wysoko$ci, dokonywanych regularnie przez
nieskonczong liczbg okresow.

Tego typu szereg w terminologii finansOw okreslany bywa mianem
perpetuity lub renta wieczysta.

Wyrdznia sig:

» Perpetuity zwykle (ptatnosci nastgpuja na koniec kazdego okresu);

= Perpetuity platne z gory (platnosci nastepuja na poczatku kazdego
okresu).

Warto§¢ biezaca zwyklego perpetuity wylicza si¢ z nastgpujacej
zaleznosci:

Py = =
@29 " ") ey

e e e
l

Warto$é biezaca perpetiuty platnego z géry wylicza sig ze wzoru:

P=et—t— 4. . =e+S
(2.26) 0 (l—i-i) (1+i)2 T i
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7. Stopa procentowa a inflacja

Rozwazmy przypadek ztozenia 1000 zt depozytu w banku na
10 %. Oznacza to, ze po roku otrzymamy 1100 zt.
Oprocentowanie 10 % jest traktowane jako wynagrodzenic za
powstrzymanie si¢ przez rok od konsumpcji, co wiaze si¢ z tym, ze po
roku bgdzie mozna kupi¢ o 10 % wigcej produktow.

Jezeli wigc cena 1 kg migsa wynosi 10 zl, to w chwili obecnej
bedziemy mogli kupi¢ 100 kg, za$§ po roku — 110 kg.

Jesli jednak okaze sig, Ze cena migsa w ciagu roku wzrosnie o 5 % do
10.5 zl, to za rok czyli za kwotg 1100 zt bedziemy mogli naby¢ 104.8
kg a wigce tylko o0 4.8 % wigcej w stosunku do chwili obecne;.

Oznacza to, ze nasza nagroda za wstrzymanie si¢ przez rok od
konsumpcji wynosi 4.8 % a nie 10 %.

W przypadku wystepowania inflacji, nagroda za cierpliwos¢ okreslana
jest przez tak zwana realng stope procentow3.

Ogolna formula okreslajaca relacje pomiedzy realna r,.., a
nominalng r,,, stopa procentowa w warunkach inflacji na poziomie
I'inrIMa nastepujaca postac:

Loy 1+7,, ; 1+7,,
14

/ l
(2'27) “ 1+ rinf o 1+ rinf

W praktyce, bardzo czesto wykorzystuje si¢ przyblizona formule na
obliczanie warto$ci realnej stopy procentowej:

(2.28) Treal = Ynom ~ Tinf

20



