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8. Optymalizacja decyzji inwestycyjnych
8.1 Wprowadzenie

W wielu réznych sytuacjach, w tym réwniez w czasie wyboru inwestycji do realizacji,
podejmujemy decyzje. Sytuacje takie nazywane sa sytuacjami decyzyjnymi. Najczesciej jest
tak, Zze osoba podejmujaca decyzje¢ moze wybra¢ tylko taka decyzjg, ktora jest zgodna
z pewnymi warunkami ograniczajacymi (na przyklad wynikajacymi z finansowych
mozliwo$ci inwestycyjnych inwestora-decydenta). Decyzj¢ taka nazywa si¢ dopuszczalng.
Okazuje si¢ jednak, ze inwestor moze mie¢ do dyspozycji kilkanascie wariantow
inwestycyjnych, sposrdd ktorych kilka spelnia warunki ograniczajace, czyli ma do wyboru
kilka decyzji dopuszczalnych. W $wietle celow, ktére stawia sobie decydent (na przyktad
celem tym moze by¢ maksymalizacja stopy zwrotu z inwestycji), jedne decyzje moga okazaé
si¢ lepsze, a drugie gorsze. Powstaje zatem pytanie: ktora decyzj¢ wybra¢? Decydent bedzie
chcial wybra¢ oczywiscie decyzje najlepsza wedlug okreslonego kryterium (we
wspomnianym przyktadzie naszym kryterium jest maksymalizacja stopy zwrotu z inwestycji),
ktore kwalifikuje decyzje jako lepsze lub gorsze. Kryterium to nazywa si¢ kryterium wyboru
(oceny), a podjeta wedtug tego kryterium decyzja nosi nazwe optymalnej. Nalezy podkresli¢
w tym miejscu, ze kryterium wyboru jest rzecza bardzo istotna przy podejmowaniu decyzji -
bez jej okreslenia nie jesteSmy w stanie wskaza¢ decyzji optymalne;.

Warunki ograniczajace opisywane sa najczesciej za pomoca uktadéw rownan lub (i)
nierownosci. W rownaniach tych (lub nieréwnosciach) moga wystgpowaé pewne z gory
ustalone dane zwane parametrami oraz wielko$ci, ktorych wartosci nalezy ustali¢, zwane
zmiennymi decyzyjnymi.

Oprocz warunkéw ograniczajacych w  zadaniu decyzyjnym' moga réwniez
wystepowaé warunki dotyczace znaku zmiennych (np. warunek nieujemno$ci zmiennych
decyzyjnych jezeli zmienna decyzyjna jest na przyklad wielko$¢ produkcji jakiego§ wyrobu;
oczywiste jest, ze nie mozna produkowa¢ ujemne;j liczby jednostek tego wyrobu) lub typu
tych zmiennych (warunek ich ciaglosci, catkowitoliczbowosci lub binarnoéci®). Zmienne
catkowitoliczbowe 1 binarne nazywa si¢ zmiennymi dyskretnymi (bo moga przyjmowac
wartosci tylko z okreslonego, przeliczalnego (dyskretnego) zbioru).

Decyzje dopuszczalne, sposrod ktorych bedziemy wybiera¢ decyzje optymalna, beda
utozsamiane z takimi wartoSciami zmiennych decyzyjnych, ktére zapewniaja spetnienie
wszystkich warunkow ograniczajacych opisujacych dana sytuacje decyzyjna. Jako kryterium
wyboru decyzji bgdziemy uzywali pewnej funkcji zmiennych decyzyjnych i parametrow
zadania, ktora bedzie "mierzy¢" osiagnigcie zatozonego celu. Funkcja ta nosi nazwe funkeji
kryterium albo funkcji celu.

! Zadanie decyzyjne jest to opis w jezyku matematycznym rozpatrywanego problemu, tzn. warunkow
ograniczajacych, kryterium wyboru i decyzji.

? Przykladem ciaglej zmiennej decyzyjnej, czyli takiej, ktora moze przyjmowac wartosci ze zbioru ciaglego
moze by¢ zmienna opisujaca np. ilo§¢ produkowanej energii elektrycznej przez elektrownig, warto$¢ sprzedazy
przedsigbiorstwa, naktady na reklame itp. Nie ma potrzeby, aby wartosci tych zmiennych bytly
catkowowitoliczbowe, bo mozna produkowac np. 2,3 MW energii elektryczne;j.

Przyktadem zmiennej calkowitoliczhowej moze by¢ zmienna opisujaca liczbg sztuk samochodéw
produkowanych przez fabryke, liczbg pracownikow przydzielonych do stanowiska pracy, liczbg wariantow
projektow przyjetych do realizacji itp. Warunek catkowitoliczbowosci jest wymagany poniewaz nie mozna
wyprodukowaé np. 3,7 samochodu.

Zmienne binarne to takie, ktore moga przyjmowac tylko dwie wartosci: 0 lub 1 (mozemy je interpretowac jako:
falsz i prawda). Przykladem takiej zmiennej moze by¢ zmienna opisujaca, czy dany projekt bedzie realizowany
(1) czy nie (0), czy zaktad produkcyjny zlokalizujemy w danym punkcie (1), czy nie (0) itd.
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Wybdr decyzji optymalnej polegal bedzie na ustaleniu takiej decyzji dopuszczalnej, przy
ktorej funkcja celu osiaga warto$¢ najkorzystniejsza (minimalng lub maksymalna, w
zalezno$ci od sytuacji decyzyjnej).

Sformutowanie zadania decyzyjnego w postaci najbardziej ogoélnej wyglada
nastepujaco:

znalez¢ taka decyzje dopuszczalna x™ nalezaca do zbioru £2 decyzji dopuszezalnych, ze

(8.1.1) f(x)=extr{f(x):xe 2}

gdzie f oznacza funkcje kryterium natomiast extr oznacza rodzaj ekstremalizacji (min - dla
minimalizacji, max - dla maksymalizacji warto$ci funkcji celu f).
Czesciej, ale mniej doktadnie zapisuje si¢ to w postaci:

(8.1.2) f(x) > max b f(x) > min

dlaxe dlaxe Q2

Opisanie sytuacji decyzyjnej w jezyku matematycznym (budowa tzw. modelu

matematycznego rozpatrywanego zagadnienia) umozliwia sprowadzenie problemu wyboru

optymalnej decyzji do rozwiazania pewnego jednoznacznie okre$lonego zadania

matematycznego. Zadanie to nosi nazwe¢ zadania programowania matematycznego.

Powinno ono zawieraé nastepujace elementy, o ktérych wspomniano wczesniej:

e parametry zadania, czyli wielkosci, ktére sa dane;

e zmienne decyzyjne, czyli wielkosci, ktore maja by¢ wyznaczone;

e warunki ograniczajace, czyli warunki ograniczajace, ktore musi spetnia¢ dopuszczalna
decyzja i sformutowac¢ je w postaci rownan i nierdwnosci wigzacych zmienne decyzyjne
z parametrami zadania;

e funkcje¢ celu, czyli funkcje zmiennych decyzyjnych okre$lajaca stopien osiagnigcia
zamierzonego celu.

Sformutowane zadanie (8.1.1) dzieli si¢ na kilka kategorii, od ktérych zalezy sposéb

rozwiazania zadania i rodzaj uzytej metody.

W zalezno$ci od tego, jakiego rodzaju sa funkcje opisujace cel i warunki ograniczajace

mozemy mie¢ do czynienia z dwoma rodzajami zadan:

e liniowymi zadaniami decyzyjnymi (LZD) - kiedy wszystkie funkcje ograniczen sa
liniowe 1 liniowa jest funkcja kryterium;

e nieliniowymi zadaniami decyzyjnymi (NZD) - kiedy przynajmniej jedna z funkcji
ograniczen jest nieliniowa lub nieliniowa jest funkcja kryterium.

W zaleznos$ci od tego, jakiego typu sa zmienne decyzyjne mozemy mie¢ do czynienia z

nast¢pujacymi rodzajami zadan:

e zadaniami ciaglymi - kiedy wszystkie zmienne decyzyjne sa ciagte;

e zadaniami dyskretnymi - kiedy zmienne decyzyjne sa dyskretne; wsrod tej grupy zadan
wyrézniamy zadania calkowitoliczbowe (wszystkie zmienne sa catkowitoliczbowe)
i zadania binarne (wszystkie zmienne binarne);

e zadaniami mieszanymi - kiedy cz¢$¢ zmiennych decyzyjnych jest ciagla, a czgs$¢ -
dyskretna.
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Ponadto mozemy mie¢ do czynienia z sytuacja, kiedy cel opisywany jest nie za pomoca jednej

funkcji kryterium (np. zadanie doboru optymalnego portfela akcji maksymalizujacego zysk),

ale za pomoca wektora funkcji kryteriow (np. zadanie doboru optymalnego portfela akcji

maksymalizujacego zysk i jednoczesnie minimalizujacego ryzyko). W pierwszym przypadku

mamy do czynienia z zadaniami jednokryterialnymi, a w drugim - z zadaniami

wielokryterialnymi.

W zwiazku z podziatem przedstawionym wcze$niej bedziemy rozrézniaé nastgpujace zadania

programowania matematycznego:

e zadania programowania liniowego (PL) - sa to zadania liniowe i ciagle;

e zadania programowania liniowego calkowitoliczbowe (PCL) - sa to zadania liniowe
1 catkowitoliczbowe;

e zadania programowania liniowego binarne (PBL) - sa to zadania liniowe 1 binarne;

e zadania programowania liniowego mieszane (PML) - sa to zadania liniowe
1 mieszane;

Takiego samego podzialu mozna dokona¢ w przypadku zadan nieliniowych. W praktyce
najczesciej wystepuja jednak zadania zdefiniowane powyze;j.

Dodajmy, ze dziedzina nauki, ktéra zajmuje si¢ analiza celowych dziatalno$ci
(operacji), generowaniem i ocena ilosciowa roznych decyzji kierowniczych sa badania
operacyjne (ang. operations research) w ramach ktorych miesci si¢ zarowno budowa modelu
matematycznego zagadnienia, formutowanie zadania programowania matematycznego, ktére
jego dotyczy, jak i metody rozwiazywania tego zadania.

Do rozwiazywania sformutowanych zadan programowania matematycznego
wykorzystuje si¢ specjalizowane pakiety komputerowe, w ktdrych zaimplementowane sa
metody rozwiazywania réznych zadan. Najczesciej uzytkownik obstugujacy taki pakiet nie
musi deklarowa¢ metody jakiej nalezy uzy¢ do rozwigzania zadania - program sam
dopasowuje metode do rodzaju sformulowanego zadania. Oczywiscie istnieja rowniez inne
metody, ktéore nie wymagaja zastosowania komputera (np. metody graficzne, metody
tabelkowe), ale z racji charakteru ksiazki nie bedziemy si¢ nimi zajmowac. Zainteresowanego
ta tematyka Czytelnika odsytamy do specjalistycznej literatury z zakresu metod optymalizacji.
W Tabeli 8.1.1 przedstawiono najczesciej wykorzystywane oprogramowanie komercyjne w
wersjach ogdlnodostepnych, jak i platnych wraz z adresami poczty elektroniczne;.

Oprécz  pakietow  komputerowych umozliwiajacych rozwiazywanie zadan
programowania matematycznego istnieja réwniez cate systemy stuzace modelowaniu i
rozwiazywaniu probleméw decyzyjnych. Jednym z najbardziej popularnych jest system
GAMS (e-mail: sales@gams.com, http://www.gams.com).

Nie zawsze istnieje potrzeba korzystania ze specjalizowanych (i drogich) pakietow
komputerowych (tzw. solver’6w) do rozwiazywania zadan programowania matematycznego.
Czasami wystarcza oprogramowanie, ktore mamy "pod r¢ka". Dlatego tez w rozdziale 8.3
opisano sposob wykorzystania arkusza kalkulacyjnego Microsoft Excel do rozwiazywania
zadan programowania matematycznego.

W kolejnych rozdziatach opiszemy w skrocie sposoby definiowania réznych rodzajow
zadan programowania matematycznego w kontekscie przyktadowych decyzji inwestycyjnych.

Tabela 8.1.1.  Zestawienie programow do rozwiqzywania zadan optymalizacji liniowej i nieliniowej
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Nazwa oprogramowania | Wiasciwosci® Adres e-mail

CPLEX S.M info@cplex.com

C-WHIZ S.M ketronms@erols.com

LPS-867 S,M info@main.aae.com

SAS/OR S,M saseph@unx.sas.com

HI-PLEX S i.maros@jic.ac.uk

MINTO M martin.savelsbergh@isye.gatech.edu
CONOPT N info@arki.dk

LANCELOT N N.LM.Gould@rl.ac.uk

SOPT N saitech@monmouth.com

8.2 Przyktady formutowania decyzyjnych zadan inwestycyjnych

8.2.1 Decyzje inwestycyjne jako zadania programowania liniowego

Ogodlna posta¢ zadania programowania liniowego (PL) jest nastgpujaca:

(8.2.1) chxj — max (min)
j=1

(8.2.2) zdi].x.. <b,, i=1lm
j=1

(8.2.3) Mayx;2b, i=m+lp
j=1

(8.2.4) Zal]xj :b[. , 1= p +1’r
j=1

(8.2.5) x;20, j=Ln

gdzie n;<n.

Wzor (8.2.1) opisuje funkcj¢ celu. Réwnania i nierownos$ci (8.2.2)+(8.2.5) opisuja warunki
ograniczajace. Kazdy wektor x =(x,,x,,x;,...,x,) zmiennych decyzyjnych (ktorych jest n)

spelniajacy warunki (8.2.2)+(8.2.5) jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania PL (czyli
wektory te tworza zbior 2 z (8.1.1)). Rozwiazanie dopuszczalne, dla ktorego funkcja celu
(8.2.1) osiaga warto$¢ maksymalng (minimalng), nazywamy optymalnym.

Parametrami w tym zadaniu sa: wspotczynniki ¢; wystgpujace przy zmiennych decyzyjnych w
funkcji celu (jest ich n), wspotczynniki b; wystepujace jako wartos$ci ograniczen w kazdym
warunku ograniczajacym (jest ich r), wspolczynniki a; wystgpujace przy zmiennych
decyzyjnych w warunkach ograniczajacych (jest ich r#). Ponadto mamy m warunkoéw
ograniczajacych typu "<", p—m warunkdéw ograniczajacych typu ">" oraz r—-p warunkow
typu "=". Dodatkowo, na n; zmiennych spos$rod n natozono warunek nieujemnosci.

Przyklad 8.2.1 (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PL)

? Legenda:

S - algorytm simpleks rozwiazywania zadan PL;
M - algorytmy rozwiazywania zadan PCL i PML;
N - algorytmy rozwiazywania zadan PN.



dr inz. Zbigniew Tarapata: Optymalizacja decyzji inwestycyjnych, cz.1

Inwestor pragnie zwigkszy¢ swoj kapital poprzez inwestowanie w dlugotrwate
przedsigwzigcie przy jednoczesnym zwigkszeniu swoich dochodéw biezacych. Zbadat rozne
warianty inwestycyjne i podzielit je na cztery grupy:

1 - stosunkowo duze ryzyko przy jednoczesnym wysokim dochodzie biezacym i znacznym
wzro$cie potencjatu gospodarczego;

2 - zrédlo o znacznym ryzyku, wysokich dochodach biezacych lecz mniejszym wzroscie
potencjatu gospodarczego;

3 - zroédto o matym ryzyku, znacznym wzro$cie potencjalu gospodarczego lecz stosunkowo
niskim dochodzie biezacym;

4 — zrodlo o matym ryzyku, niewielkim wzroscie potencjalu gospodarczego i stosunkowo
wysokich zyskach biezacych.

Ze wzgledu na element ryzyka inwestor chce ograniczy¢ udzial inwestycji typu 1 1 2 do, co
najwyzej, 30% warto$ci inwestycji. Dla podwyzszenia potencjatu gospodarczego chce
inwestowac¢ co najmniej 40% w inwestycje typu 1 1 3. Przy tych ograniczeniach pragnie on
maksymalizowaé¢ swoje dochody biezace mierzone za pomoca S$redniej stopy zwrotu z
inwestycji, wiedzac, ze szacowane stopy zwrotu z poszczegoOlnych inwestycji wynosza
odpowiednio: inwestycja 1 — 6%, inwestycja 2 — 7%, inwestycja 3 — 3%, inwestycja 4 — 5%.
Kwota przeznaczona na inwestycje wynosi 100 000zt.

Podac¢ jak nalezy rozdzieli¢ posiadany kapitat, aby otrzyma¢ maksymalny dochod biezacy.

Zauwazmy, ze z treSci zadania wynika, iz mamy dobra¢ udzialy poszczegdlnych
czterech inwestycji w portfelu inwestycyjnym w taki sposob, aby maksymalizowa¢ $rednia
stopg zwrotu z tego portfela.

Oznaczmy przez x; (j =1,_4) udzial i-tej inwestycji w portfelu inwestycyjnym, a przez R;
(j= 1,_4) — stopg zwrotu z j-tej inwestycji.
Zadanie optymalizacji dotyczace tego zagadnienia bedzie miato posta¢ nastgpujaca:

(8.2.6) f(x)= iijj =R x, +R,x, + Ryx; + R,x, = 6x, +7x, +3x; +5x, & max
j=1

(8.2.7) ;cl +x,<0.3

(8.2.8) X, +x,204

(8.2.9) ixj:xl+x2+x3+x4=1
Jj=1

(8.2.10) x,20, j=14

J

Zauwazmy, ze zadanie powyzej sformulowane nie odbiega od schematu zadania PL

przedstawionego przy uzyciu wzordw (8.2.1)+(8.2.5). I tak:

e wszystkie ograniczenia sg liniowe i funkcja celu tez jest funkcja liniowa;

e liczba zmiennych decyzyjnych n=4;

e liczba ograniczen r=3, w tym: liczba ograniczen (m) typu ,,<’: m=1, liczba warunkow
ograniczajacych (p—m) typu ">": p-m=1 — p=2, liczba warunké6w ograniczajacych (r—-p)
typu "=": r—p=1;

e wspolczynniki ¢; (j =1,4) funkcji celu: ¢,=6, c2=7, ¢3=3, c~=5;



dr inz. Zbigniew Tarapata: Optymalizacja decyzji inwestycyjnych, cz.1

e wspotczynniki b; (1'=1,_r=1,_3) wystegpujace jako wartosci ograniczen: b,=0.3, b,=0.4,
b3=100;

e wspotczynniki a; (i =13; Jj :1,_4) wystgpujace przy zmiennych decyzyjnych
w warunkach ograniczajacych (zapiszemy je w postaci macierzy A=[a;j|,«» 0 wymiarach
rxn, czyli 3x4):

—_— O
—_— = O
- o O

Wzébr (8.2.6) opisuje funkcje celu, ktora jest $rednia stopa zwrotu z portfela inwestycji (por.
wzor (3.4.4) na oczekiwang stope zwrotu z portfela wielosktadnikowego). Formuta (8.2.7)
odpowiada za ograniczenie, ze taczne udzialy inwestycji nr 1 i nr 2 w portfelu musza by¢ nie
wigksze niz 30% wartos$ci portfela. Formuta (8.2.8) zapewnia nam, ze laczne udzialy
inwestycji nr 1 1 nr 3 w portfelu beda nie mniejsze niz 40% jego wartosci. Rownos¢ (8.2.9)
zapewnia sumowanie si¢ wszystkich udziatow do 100%.

Po rozwiazaniu zadania (8.2.6)+(8.2.10) (np. za pomoca Solver'a w arkuszu Excel®)
otrzymujemy nastepujacy wynik: x; =0.3, x, =0, x; =0.10, x; =0.6 oraz warto$¢ funkcji
celurowna: f(x')=6-03+3-0.1+5-0.6=5.1, gdzie x = (x;k,x;,x;,xZ) .

Zatem posiadany przez inwestora kapitat 100 000zt nalezy rozdzieli¢ nastepujaco:

e inwestycja 1 —30% ze 100 000zt = 30 000zt;

e inwestycja 2 — 0% ze 100 000zt = 0zt;

e inwestycja 3 — 10% ze 100 000zt = 1000 zt;

e inwestycja 4 — 60% ze 100 000zt = 60 000zt.
Podzial ten zapewni nam $rednia stopg zwrotu z portfela inwestycji rowna 5.1%.

8.2.2 Decyzje inwestycyjne jako zadania programowania dyskretnego

Niektoére rodzaje decyzji inwestycyjnych wymuszaja dyskretny charakter zmiennych
decyzyjnych. Jezeli mamy na przyktad zadanie polegajace na zbudowaniu optymalnego
portfela sktadajacego sig z akcji kilku spoltek, to mozemy je rozpatrywac albo jako zadanie ze
zmiennymi ciaglymi, albo jako zadanie ze zmiennymi dyskretnymi. W pierwszym przypadku
zmienne decyzyjne bgda oznacza¢ udzialy poszczegodlnych skladnikoéw (akcji) portfela w
jego wartosci (udzialy wartosciowe nie musza by¢ liczbami catkowitymi) natomiast w drugim
przypadku zmienne te moga oznaczac liczbg akcji poszczegolnych spotek w portfelu (udziaty
ilosciowe musza by¢ catkowite). Innym przykladem wykorzystania zmiennych dyskretnych
moze by¢ zadanie polegajace na wyznaczeniu optymalnej struktury produkcji fabryki
samochoddéw produkujacej rézne ich modele. Rowniez i w tym przypadku nie mozna
produkowac¢ niecatkowitej liczby samochodow.

Zagadnienia decyzyjne, w ktoérych wszystkie zmienne decyzyjne przyjmuja wartosci
dyskretne nazywamy dyskretnymi zagadnieniami decyzyjnymi. Model matematyczny
opisujacy te sytuacj¢ nazywamy dyskretnym zadaniem decyzyjnym. Jak wspomnieliSmy w

* O sposobie wykorzystania arkusza Excel do formulowania i rozwiazywania zadan programowania
matematycznego piszemy w rozdziale 8.3.
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rozdziale 8.1, bedziemy rozréznia¢ dwa typy zadan dyskretnych liniowych (bo do takich si¢
ograniczymy):

e zadania programowania liniowego catkowitoliczbowe (PCL);

e zadania programowania liniowego binarne (PBL);

Sposob formutowania zadania PCL lub PBL jest bardzo podobny do sposobu formulowania
zadania PL, z tym, ze na zmienne decyzyjne dodatkowo narzuca si¢ warunek
catkowitoliczbowosci (PCL) lub binarnosci (PBL).

Przedstawimy obecnie przyklady dwoch probleméw inwestycyjnych, ktére zostaty
zdefiniowane jako zadania PCL 1 PBL.

Przyklad 8.2.2 (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PCL)

Przedsigbiorstwo przewozowe zamierza zainwestowa¢ w zakup samochodéw
cigzarowych do obstugi dwoch nowo otwartych linii. Dane o poszczegdlnych typach
samochodoéw zawiera Tabela 8.2.1. Catkowita tadownos¢ nowych samochodow ma wynie$¢
nie mniej niz 240 t, a przebieg dzienny nie mniej niz 2500 t/km. Ze wzgledu na rodzaj
przewozonych tadunkow, samochodow drugiego typu powinno by¢ trzy razy wigce] niz
pierwszego.

Wyznaczy¢, ile samochodoéw poszczegolnych typow nalezy zakupié, zeby laczna suma
zakupdéw byta mozliwie najnizsza, przy spelnieniu wezesniej przedstawionych wymagan.

Tabela 8.2.1 Dane o typach samochodow ciezarowych

Dane Typy samochodow

I 11

Ladownos¢ (w t) 3 4
Przebieg (w t/km dziennie) 500 500
Cena (w tys. zt) 220 300

Oznaczmy przez x; ( j =1,2) liczbg zakupionych samochodéw j-tego typu. Biorac pod uwage

dane zawarte w Tabeli 8.2.1 oraz ograniczenia wynikajace z tresci, zadanie optymalizacji
dotyczace tego zagadnienia begdzie mialo postaé nastepujaca:

(8.2.11) f(x)=220x, +300x, — min
(8.2.12) 3x, +4x, > 240

(8.2.13) 500x, +500x, =2500

(8.2.14) x, =3x,

(8.2.15) x;20, j=12

(8.2.16) x; — calkowitoliczbowe, j=1,2

Widaé, ze zadanie (8.2.11)+(8.2.16) jest zadaniem PCL, gdyz wszystkie ograniczenia
1 funkcja celu sa liniowe, a wszystkie zmienne sa zmiennymi catkowitoliczbowymi.

Funkcja celu (8.2.11) opisuje catkowity koszt zakupu obu typdéw samochodow (tzn. jest to
koszt zakupu samochodow pierwszego typu rowny 220x; plus koszt zakupu samochodow
drugiego typu rowny 300x,). Ograniczenie (8.2.12) zapewnia nam, ze catkowita tadownos¢
zakupionych samochodow (tzn. tadownos¢ samochodow pierwszego typu réwna 3x; plus
tadowno$¢ samochodow drugiego typu réwna 4x,) bedzie nie mniejsza niz wymagane 240
ton. Ograniczenie (8.2.13) powoduje spetnienie warunku na dzienny przebieg zakupionych
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samochodéw. W rownaniu (8.2.14) zapisano wymog na to, zeby samochodéw drugiego typu
bylo trzy razy wigcej niz pierwszego. Pozostale dwie grupy ograniczen (8.2.15) 1 (8.2.16)
zapewniaja spetnienie wymogu na nieujemnos¢ liczby zakupionych samochodéw obu typoéw
oraz na ich catkowitoliczbowos¢.

Rozwiazujac to zadanie otrzymujemy optymalne warto$ci zmiennych decyzyjnych: xl* =16,
x; =48 oraz warto$¢ funkcji celu réwna: f(x)=220-16+300-48 =17920tys. zl, gdzie

x" =(x/,x,), czyli aby minimalizowa¢ koszt zakupu potrzebnych samochodow
1 jednoczes$nie spelni¢ wymagania nalezy zakupi¢ 16 samochodow pierwszego typu, 48

samochoddw drugiego typu oraz wydac na te zakupy 17920 tys. z1.
[

Przyklad 8.2.3 (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PBL)

Rozwazmy nastepujacy problem wyboru inwestycji.
Inwestor w kolejnych okresach dysponuje okreslonymi funduszami, ktére moze przeznaczy¢
na inwestycje. Ma do wyboru n zadan inwestycyjnych. Kazde zadanie moze by¢ realizowane
wedlug jednego z kilku projektow. Oczywiscie, z kilku projektéw zwiazanych z danym
zadaniem inwestycyjnym moze by¢ realizowany co najwyzej jeden. Z kazdym projektem
inwestycyjnym zwiazany jest dochod, ktory mozna osiagnaé dzigki realizacji tego projektu,
oraz naklady inwestycyjne, ktére musza by¢ poniesione w poszczegdlnych okresach.
Rozpatrujemy horyzont planowania sktadajacy si¢ z T okresow.

Zadania inwestycyjne nie sa niezalezne. Wprowadzmy relacj¢ uzaleznienia U.
Bedziemy mowili, ze i-te zadanie inwestycyjne jest zalezne od k-tego 1 zapisywali <i,k> eU,

jezeli realizacja i-tego zadania zalezy od realizacji zadania k-tego. W tym przypadku, jezeli
k-te zadanie jest realizowane, to moze by¢ realizowane takze zadanie i-te. Jezeli natomiast
k-te zadanie nie jest realizowane, to nie moze by¢ takze realizowane zadanie i-te.

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

n — liczba zadan inwestycyjnych;

T — liczba okresOw realizacji inwestycji;

s; — liczba projektow zwiazanych z i-tym zadaniem, i =1,7n;

c; - dochdd osiagany z realizacji i-tego zadania wedtug j-tego projektu, i = Ln, j=Ls;;
b’ - wielko$¢ funduszu, ktérym dysponuje inwestor w t-tym okresie, ¢ = LT;

bl;. - naktady $rodkoéw na realizacje i-tego zadania wedlug j-tego projektu w z-tym okresie,

i=Ln, j=Ls;,t=1T.
Zmiennymi decyzyjnymi beda:

{1, jezelii-te zadanie jest realizowne wedug j - tego projektu
Vi =

0 w przeciwnym przypadku

Zagadnienie wyboru projektow inwestycyjnych maksymalizujacych dochdd inwestora
sprowadza si¢ do znalezienia takich warto$ci zmiennych y;;, aby:

> Opis problemu zaczerpnigto z literatury.
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(8.2.17) > ¢, v, - max
i=1 j=1

przy ograniczeniach:

(8.2.18) Sy, <l i=Ln
=

(8.2.19) S Sbly, b, t=1T
i=l j=1
S; Sp

(8.2.20) Dyi<D vy, (ik)eU
j=1 j=1

(8.2.21) y; €01}, i=Ln, j=Ls;.

Zadanie (8.2.17)+(8.2.21) jest zadaniem PBL, gdyz wszystkie ograniczenia 1 funkcja celu sa
liniowe, a wszystkie zmienne sa zmiennymi binarnymi (zapewnia to warunek (8.2.21)).
Funkcja celu (8.2.17) maksymalizuje dochod inwestora z realizowanych inwestycji. Warunek
(8.2.18) zapewnia, ze co najwyzej jeden projekt zwiazany z kazdym zadaniem moze by¢
realizowany. Ograniczenie (8.2.19) gwarantuje, ze w kazdym okresie naktady inwestycyjne
nie przekrocza posiadanego funduszu $rodkow. Dla zadan zaleznych warunek (8.2.20)

Si
zapewnia mozliwo$¢ realizacji i-tego zadania, tzn. Z y; =1, o ile zostanie wykonane
j=l
Sk Sk
zadanie k-te, tzn. Z Yy =1. Jezeli to ostatnie nie bedzie zrealizowane, tzn. Z Vi =0, to nie
j=1 j=1
s;
ma mozliwo$ci wykonania zadania i-tego, Z y; =0.
j=1
W celu lepszego zrozumienia sformulowanego zadania przyjmijmy nastgpujace dane:
e liczbg zadan inwestycyjnych: n=3;
e liczbg okresOw realizacji inwestycji: 7=2;
e liczbg projektow zwiazanych z kazdym zadaniem: s,=2, s,=1, 53=3;
e dochod (w tys. zl) z realizacji kazdego zadania wedlug odpowiedniego projektu

inwestycyjnego:
c1i=3 c3/=2
c1=2 c3=5
(6)] 1:4 C3 3:3

e wielkosci funduszy (w tys. zt), ktorymi dysponuje inwestor w kazdym roku realizacji
inwestycji:
b'=10 b’=12
e naklady srodkéw (w tys. zt) na realizacj¢ kazdego zadania wedtug okreslonego projektu
inwestycyjnego, w kazdym roku realizacji inwestycji:

b111=4 b311=3 b121=2 b321=6
b, =3 by, =5 b =5 b3, =2
by, =2 by, =4 b; =4 b3 =3;
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e relacja U uzaleznienia zadan inwestycyjnych jest nastepujaca: U = {<1,3>} CoO oznacza, 7e
tylko zadanie inwestycyjne nr 1 jest zalezne od zadania inwestycyjnego nr 3.

Biorac pod uwage powyzsze dane, zadanie (8.2.17)+(8.2.21) bedzie miato nastepujaca postaé
(odpowiedniki funkcji celu 1 poszczegdlnych ograniczen oznaczyliSmy jako (numer wzoru)' ):

(8.2.17) 3y 2y, +4yy +2y5 + 55, +3y53 = max
przy ograniczeniach:

yutyn sl
(8.2.18)' Yy <1

Va1tV t sl

(8.2.19) {4)’11 +3y1p +2Y,5 +3y3 +5y3 +4y3; <10
2y +5y1, ¥4y +6y3 +2y;5, +3y33 <12

(8.2.20) YtV Systyntys

(8.2.21) yyef0ly, i=13, j=Ls,.

Rozwiazujac zadanie (8.2.17)'+(8.2.21)' otrzymamy nast¢pujacy wynik:

J’1*1:1 y;:O
J’E:O y;2=0
y;:l y;:l

oraz warto$¢ funkcji celu, dla tego rozwiazania rowna: 3+4+3 =10 . Otrzymane rozwiazanie
sugeruje, ze w celu maksymalizowania dochodu inwestora nalezy realizowaé pierwsze
1 drugie zadanie inwestycyjne wedlug projektu pierwszego natomiast trzecie zadanie - wedtug
projektu trzeciego. Zapewni to nam maksymalny dochdd z inwestycji rowny 10 tys. zt.

8.2.3 Decyzje inwestycyjne jako zadania programowania mieszanego

Zadania decyzyjne, z ktorymi mozemy si¢ spotka¢ w praktyce inwestycyjnej moga
miec taki charakter, ktory wymusza warunek dyskretnosci na cze$¢ zmiennych decyzyjnych,
natomiast pozostate zmienne moga mie¢ charakter ciagly.

Zagadnienia decyzyjne, w ktorych nie wszystkie zmienne decyzyjne przyjmuja

warto$ci  dyskretne nazywamy mieszanymi zagadnieniami decyzyjnymi. Model
matematyczny opisujacy t¢ sytuacje nazywamy mieszanym zadaniem decyzyjnym.
W praktyce najczg$ciej mamy do czynienia z mieszanymi zadaniami programowania
liniowego (PML).
Rowniez 1 w przypadku tych zadan sposob ich formutowania jest bardzo podobny do sposobu
formulowania zadania PL, z tym, Ze na niektére zmienne decyzyjne dodatkowo narzuca si¢
warunek catkowitoliczbowosci lub binarnosci, podczas gdy pozostate zmienne maja charakter
ciagly. Przedstawimy obecnie przyklad problemu inwestycyjnego, ktory zostanie
zdefiniowany jako zadanie PML.

10
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Przyklad 8.2.4° (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PML)

Rozpatrzmy nastepujace zadanie. Firma produkujaca jednorodny produkt (np. piwo,

cukier) ma m zaktadow, z ktérych towar dostarczany jest do n odbiorcow. Znamy popyt
kazdego odbiorcy. kLaczna zdolno$¢ produkcyjna zakltadéw nie pozwala pokryé
zapotrzebowania odbiorcow. Stad przewiduje si¢ zwigkszenie mocy produkcyjnych przez
budowe nowych zaktadow lub modernizacjg juz istniejacych. W starych zaktadach produkcja
jest prowadzona wedtug starej technologii, a w zakladach nowych lub zmodernizowanych
wedlug nowej technologii. Dla kazdego istniejacego lub potencjalnego punktu produkcji
potrafimy okresli¢ poczatkowa lub nowa zdolno$¢ produkcyjna.
Koszt catkowity produkcji K w starym zaktadzie ograniczamy do kosztu zmiennego K, gdyz
koszt staty produkcji K od nas juz w tym momencie nie zalezy. Zakladamy zalezno$¢ liniowa
migdzy tymi wielkosciami. W zaktadach nowych lub modernizowanych koszt catkowity
sktada si¢ z kosztu zmiennego oraz kosztu statego. Koszt staly zwiazany jest glownie z
amortyzacja naktadéw inwestycyjnych. Zalezno$¢ kosztu produkcji od rozmiaru produkcji
réwniez przyjmujemy jako liniowa. Znamy takze wielko$¢ nakladoéw, ktore musimy ponies¢
na inwestycje w kazdym punkcie. Wiemy, jaka jest cena sprzedazy towaru, okreslona dla
kazdego odbiorcy, oraz jakie sa jednostkowe koszty transportu z kazdego punktu produkcji do
poszczegolnych odbiorcow.

Nalezy ustali¢ plan lokalizacji inwestycji, plan produkcji oraz plan transportu towaru,
aby dochod osiagany przez firme¢ byt maksymalny. Przez doch6d rozumiemy réznicg migdzy
przychodem ze sprzedazy towaroéw, a kosztami produkcji powigkszonymi o koszty transportu.

Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:
m — liczba zakladéw produkcyjnych;
n — liczba odbiorcow;
M — zbior punktow, w ktorych moze by¢ prowadzona produkcja;
M — zbidr istniejacych punktéw produkeji (stare i zmodernizowane zaktady);
M;— zbi6r potencjalnych punktéw produkeji, w ktérych lokalizowane sa nowe zaktady’;
b;— popyt j-tego odbiorcy;
a;— poczatkowa zdolnos$¢ produkcyjna (podaz) i-tego punktu (i € M));
d; —nowa zdolnos$¢ produkcyjna (podaz) i-tego punktu (i € M);
R — wielko$¢ §rodkow, ktore mozemy przeznaczy¢ na inwestycje;
r;— wielkos$¢ naktadow, ktore przeznaczamy na inwestycje w i-tym punkcie;
ci — jednostkowy koszt zmienny w i-tym punkcie, gdy produkujemy z  wykorzystaniem
starej technologii;
¢i — jednostkowy koszt zmienny w i-tym punkcie, gdy produkujemy stosujac nowa
technologig;
s; — koszt staty (amortyzacja) w i-tym punkcie, jezeli byly prowadzone inwestycje;
c;j — koszt jednostkowy transportu od i-tego punktu do j-tego dostawcy;
pj — cena sprzedazy jednostki towaru j-temu odbiorcy.

Wprowadzmy nastgpujace zmienne decyzyjne:

{1, jezeli w i - tym punkcie budujemy nowy zaklad lub modernizujemy stary Iy
Vi = ,1eM,

0 w przeciwnym przypadku

6 Zadanie zaczerpnigto z literatury.
7 Zachodzi przy tym: M,=M\M,.

11
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xi — wielkogé produkcji w i-tym punkcie, wedlug starej technologii, i € Mj;
x; — wielkos$¢ produkeji w i-tym punkcie, wedtug nowej technologii, i € M,
x;; — wielko$¢ przewozu towaru od i-tego punktu produkcji do j-tego odbiorcy.

Model matematyczny zagadnienia rozmieszczenia produkcji sprowadza si¢ do nastepujacego
zadania:

znalez¢ takie warto$ci zmiennych decyzyjnych y;, Xi, Xi, x;; , aby:

(8.2.22) ZpJZXU ZSJ/, ZC,x, ZClxl ZZCUX — max

Jj=1 ieM ieM ieM, ieM ieM j=1

przy ograniczeniach:
(8.2.23) Zrl.yl. <R

ieM
(8.2.24) x; <dy; , ieM
(8.2.25) xi<a,(1-y,), ieM,
(8.2.26) xS +xi,  ieM;

j=1
(8.2.27) D x; <x,, ieM,

j=1
(8.2.28) > x; <b, j=Ln

ieM
(8.2.29) y;€{0, 1}, ieM
(8.2.30) Xi, Xi, X 20, ieM j=1n.

Zadanie (8.2.22)+(8.2.30) jest zadaniem PML, gdyz czg$¢ zmiennych to zmienne ciagte (x;,
Xi, Xjj), a ¢z€$¢ - zmienne binarne (y;). Wszystkie warunki i1 funkcja celu sg liniowe.

W funkgji celu (8.2.22) pierwszy sktadnik okresla przychdd ze sprzedazy towaru odbiorcom,
drugi - koszty stale produkcji, ktore ponosimy, o ile sa prowadzone inwestycje, trzeci - koszt
zmienny produkcji wedlug starej technologii, czwarty - koszt zmienny produkcji wedtug
nowej technologii, a ostatni sktadnik - laczne koszty transportu.

Warunek (8.2.23) zapewnia, ze na inwestycje nie przeznaczymy wigcej Srodkéw niz
faktycznie posiadamy. Warunki (8.2.24) 1 (8.2.25) gwarantuja, ze produkcja wedlug nowej
technologii nie przekroczy nowej zdolnosci produkcyjnej, a produkcja wedlug starej
technologii nie przekroczy poczatkowej zdolnosci produkcyjnej oraz, ze obydwie technologie
nie beda stosowane jednoczesnie w tym samym zaktadzie.

Warunki (8.2.26)+(8.2.27) zapewniaja, ze z zadnego punktu nie wywieziemy wigcej towaru
niz wynosi jego produkcja a warunek (8.2.28), ze kazdemu odbiorcy dostarczymy nie wigcej
towaru niz wynosi jego popyt. Warunek (8.2.29) wyraza niepodzielnos¢ obiektow
inwestycyjnych.

Zagadnienie lokalizacji produkcji mozna réwniez rozpatrywac¢ w wersji uproszczonej, gdy nie
ma zadnych starych zakladoéw, a za kryterium oceny przyjmiemy minimalizacj¢ tacznych
kosztéw produkcji i kosztéw transportu.

12
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8.2.4 Decyzje inwestycyjne jako zadania programowania nieliniowego

Zalezno$ci zwiazane z decyzjami podejmowanymi podczas analizy inwestycji maja
czesto charakter nieliniowy. Przykladem takiej nieliniowej funkcji jest funkcja okreslajaca
wariancjg¢ stopy zwrotu wielosktadnikowego portfela akcji (por. wzor (3.4.5)). Gdyby naszym
zadaniem bylo dobranie udzialéw poszczegdlnych waloréw w portfelu minimalizujacych
ryzyko (mierzone za pomoca wariancji stopy zwrotu portfela), to mielibySmy do czynienia
z nieliniowym zadaniem programowania matematycznego.

Zadanie decyzyjne nazywamy nieliniowym, jezeli funkcja celu lub chociaz jeden z warunkow
ograniczajacych sa funkcjami nieliniowymi (np. kwadratowymi). Stad rozpatruje si¢
nieliniowe zadania decyzyjne (NZD) i odpowiadajace im zadania programowania
nieliniowego (PN).

W ponizszym przyktadzie przedstawimy problem doboru optymalnego portfela akcji jako
zadanie programowania nieliniowego (PN).

Przyklad 8.2.5 (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PN)

Rozpatrzmy zagadnienie doboru optymalnego n-sktadnikowego portfela akcji. Chodzi
zatem o to, aby tak dobra¢ udziaty poszczegolnych akcji w portfelu, by:
e stopa zwrotu portfela R, (por. wzor (3.4.4)) byla jak najwigksza;
e ryzyko portfela V), (mierzone za pomoca wariancji stopy zwrotu portfela (por. wzor
(3.4.5))) byto jak najmniejsze.

Tak zdefiniowany problem decyzyjny jest problemem dwukryterialnym (wrocimy do niego w
rozdziale 8.2.5 poswigconym zadaniom wielokryterialnym), trudnym do rozwiazania w tej
postaci. Najczgsciej problem ten analizuje si¢ jako dwa uproszczone problemy
jednokryterialne:
e problem I - ustali¢ taki portfel akcji, aby:

a). stopa zwrotu portfela byta jak najwigksza;

b). ryzyko portfela byto nie wigksze niz ustalony dopuszczalny prég wartosci.
e problem II - ustali¢ taki portfel akcji, aby:

a). ryzyko portfela bylto jak najmniejsze;

b). stopa zwrotu portfela byta nie mniejsza niz ustalony dopuszczalny prog wartosci.

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
n — liczba akcji w portfelu;
R; — oczekiwana stopa zwrotu akcji i-tej spotki (por. (3.3.3)), i=1,n;

x; — udziatl akcji i-tej spotki w portfelu, i = Ln;

s; — odchylenie standardowe akcji i-tej spotki (por. (3.3.6)), i=1,n;

p;; — wspotezynnik korelacji migdzy akcja i-tej i j-tej spotki, i=1,n, j=1n;
Rpaop — dopuszczalny (dolny) prog wartosci oczekiwanej stopy zwrotu portfela;
Vyaop — dopuszczalny (gorny) prog wartosci wariancji stopy zwrotu portfela.
Oba podproblemy mozna zdefiniowa¢ nastgpujaco:

e podproblem I - wyznaczy¢ takie warto$ci zmiennych decyzyjnych (udziatéw) x;, aby:
(8.2.31) D x, R, — max

i=1

13
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przy ograniczeniach:

n n-l n

(8.2.32) fo-sf.+2-z ij-sj-xi S Py <V i
j=1 i=l j=i+l

(8.2.33) D ox =1
i=1

(8.2.34) x; 20, i=1n

Zadanie (8.2.31)+(8.2.34) ze wzgledu na warunek (8.2.32) jest nieliniowym zadaniem
decyzyjnym, trudnym do rozwiazania. Funkcja celu (8.2.31) opisuje oczekiwang stopg zwrotu
z portfela. Warunek (8.2.32) odpowiedzialny jest za to, ze ryzyko portfela (mierzone za
pomoca wariancji stopy zwrotu portfela) nie przekroczy wartosci dopuszczalnego progu.
Warunek (8.2.33) zapewnia to, ze udzialy w portfelu musza si¢ sumowa¢ do jednosci
(inaczej: do 100%).

e podproblem II - wyznaczy¢ takie warto$ci zmiennych decyzyjnych (udziatéw) x;, aby:

n=1 n

(8.2.35) ix?-sf+2-z ij-sj-xi *S; * p; —> min
przy ograniczeniach: " o
(8.2.36) Zn:xi ‘R 2R,
i=1
(8.2.37) ixi =1
i=1
(8.2.38) x, 20, i=1n

To zadanie jest réwniez zadaniem nieliniowym, gdyz nieliniowo$¢ wprowadza funkcja celu
(8.2.35). Minimalizuje ona wariancj¢ stopy zwrotu z portfela. Warunek (8.2.36) zapewnia to,
ze stopa zwrotu z portfela bedzie nie mniejsza niz ustalona warto$¢ progowa R,q,p. Warunek
(8.2.37) zapewnia to, ze udzialy w portfelu musza si¢ sumowaé do jednosci (inaczej: do
100%).

Aby lepiej zrozumie¢ sposoéb formutowania zadan optymalizacji dla obu
podproblemoéw przyjmijmy konkretne dane. Skorzystamy w tym celu z danych w Przyktadzie
3.4.1 (rozdziat 3.4). Chcemy zbudowa¢ optymalny portfel sktadajacy si¢ z akcji dwoch spotek
A 1 B, ktore charakteryzuja si¢ nast¢pujacymi parametrami:

e oczekiwane stopy zwrotu dla obu spotek wynosza odpowiednio: R4=0.0209, Rz=0.0095;

e odchylenia standardowe stopy zwrotu dla obu spétek wynosza odpowiednio: s4=0.0547,
s5=0.0361;

e wspoOtczynnik korelacji miedzy akcjami spotki A 1 B wynosi: p45=0.5.

Pierwszy inwestor oznajmil, ze zadowoli go takie rozwiazanie, ktére zapewni mu
maksymalna stope zwrotu z portfela, przy srednim odchyleniu mozliwych stép zwrotu z
portfela od wartosci oczekiwanej nie wigcej niz o 4%. Drugi inwestor nie chce ryzykowac,
interesuje go wige taki portfel, ktéry minimalizuje ryzyko. Wymaga przy tym stopy zwrotu z
portfela nie mniejszej niz 2%.

Dla pierwszego inwestora mamy wigc nastgpujace zadanie optymalizacji:
wyznaczy¢ takie warto$ci zmiennych decyzyjnych (udzialow) x, oraz xp, aby:
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(8.2.39) x,-0,0209 + x, -0,0095 — max

przy ograniczeniach:

(8.2.40) x%-0,0547° +x,-0,0361> +2-x,-0,0547 - x, -0,0361-0,5 < 0,04°
(8.2.41) X, +x,=1

(8.2.42) X,.,x; 20

Rozwiazujac to zadanie otrzymujemy nastgpujace rozwiazanie optymalne: x, =0.518,

x, =0.482 oraz warto$¢ funkcji celu (oczekiwana stope zwrotu z portfela) rowna 0.0154,

czyli 1.54%. Jest to maksymalna mozliwa do osiagnigcia oczekiwana stopa zwrotu z portfela
przy ryzyku (wariancji stopy zwrotu z portfela) nie wigkszym niz 0.04>.

Z kolei dla drugiego inwestora mamy nast¢pujace zadanie optymalizacji:
wyznaczy¢ takie warto$ci zmiennych decyzyjnych (udzialow) x4 oraz xp, aby:

(8.2.43) x%-0,0547 + x,-0,0361> +2-x,-0,0547 - x, -0,0361-0,5 — min
przy ograniczeniach:

(8.2.44) x,+0,0209 + x, -0,0095 > 0,02

(8.2.45) x,+x, =1

(8.2.46) XX, 20

Rozwiazujac to zadanie otrzymujemy nastepujace rozwiazanie optymalne: x, =0.921,

x, =0.079 oraz warto$¢ funkcji celu (wariancje stopy zwrotu z portfela) rowna 0.00269. Jest
to minimalna mozliwa do osiagnigcia warto$¢ ryzyka (mierzonego za pomoca wariancji stopy
zwrotu z portfela), przy zapewnieniu poziomu dochoddéw nie mniejszego niz 2%.

Nalezy zauwazy¢, ze przyjgcie zbyt wysokie] minimalnej stopy zwrotu z portfela Ry,
prowadzi do sprzecznosci zadania lub portfela akcji o bardzo duzym ryzyku (w zadaniu
(8.2.43)+(8.2.46)). Podobnie przyjecie zbyt niskiego poziomu ryzyka V,s,, w zadaniu
(8.2.39)+(8.2.42) spowoduje badZz niemozno$¢ spelnienia ograniczen, badz znalezienie
portfela akcji o bardzo matym dochodzie.

8.2.5 Decyzje inwestycyjne jako zadania programowania wielokryterialnego

Decyzje inwestycyjne maja czgsto charakter zlozony. Zdarza sig, ze przy wyborze
decyzji decydent (inwestor) postuguje si¢ nie jednym, ale wieloma kryteriami. Tak jest na
przyktad w przypadku inwestora gietdowego, ktory chce optymalizowaé budowany przez
siebie portfel akcji w ten sposob, zZe interesuje go jak najwigksza stopa zysku z portfela, przy
jednoczesnej minimalizacji ryzyka tego portfela. Tak jest rowniez w przypadku
preliminowania inwestycji ocenianych jednocze$nie kilkoma wskaznikami np. za pomoca
NPV, IRR 1 okresu zwrotu. Woéwczas mamy do czynienia z zadaniem optymalizacji
wielokryterialne;j.

Przedstawimy obecnie najbardziej elementarne spojrzenie na problemy tego typu,

z uwzglednieniem:

e porzadkowania elementow zbiorow skonczonych i dokonywania wyboru najlepszego
elementu;

e wyznaczania decyzji optymalnych w zadaniach wielokryterialnych.
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8.2.5.1 Porzadkowanie elementéw zbiorow skonczonych

Idea metod tej grupy polega na:
e uporzadkowaniu zbioru elementow wedlug przyjetej reguty klasyfikacyjnej;
e wyrdznieniu (w catym zbiorze klasyfikowanych elementow) mozliwie najmniejszego
podzbioru stanowiacego podstawe przy dokonywaniu wyborow.

Istnieje kilka metod porzadkowania zbioru elementéw. Do najczesciej wykorzystywanych
przy ocenie wielokryterialnej naleza: diagram Hassego, metody progowe (np. metoda
ELECTRE), tzw. podejscie paretowskie, hierarchizacja kryteriow 1 inne.

Zaczniemy od diagramu Hassego.

Definicja 8.2.1
Diagramem Hassego nazywamy graf zorientowany G=(W,R), gdzie W oznacza zbior

porownywanych elementéw (zbior wierzchotkéw grafu) natomiast R jest relacja czesciowego
porzqdkug, R c W xW majaca interpretacje nastgpujaca:
(8.2.47) (x, )R <y "jest lepsze od" x

Termin "lepsze" moze by¢ definiowany na wiele sposoboéw. Ponizej podamy kilka z nich.

Jezeli elementy zbioru W oceniane sa za pomoca N kryteriow K; (j=1,N), dla ktorych
najlepszymi sa ich wartosci maksymalne, to element yel jest lepszy od elementu xe W

wtedy i tylko wtedy, gdy :
1). istnieje kryterium o takim numerze re {1,...,N}, ze:
(8.2.48) K, (»)>K,(x)

a dla kazdego innego kryterium o numerze pe {1,..,N}\{r} zachodzi:

(8.2.49) K,()2K,(x);

2). suma wartosci® wszystkich kryteriow dla elementu y jest wicksza niz dla elementu x, tzn.:

N N
(8.2.50) 2 K()> D K (x);
i=l i=l
3). érednia wazona'® wszystkich kryteriow dla elementu y jest wicksza niz dla elementu x,
tzn.:
N N
(8.2.51) D w K (1) > D - K (x)
i=l i=1

¥ Przypominamy, ze relacja cze$ciowego porzadku (inaczej: quasi-porzadku) jest zwrotna i przechodnia (nie jest
antysymetryczna).

® W tym przypadku ,,wielokryterialno$¢” zostaje zastapiona jednym kryterium (tzw. metakryterium) taczacym
wszystkie kryteria.

' Uwaga jak w przypisie poprzednim.
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N
gdzie w; - waga przypisana i-temu kryterium, Zwl. =1,w;€[0,1], i=LN.
i=1

Sposoby poréwnywania elementow zbioru W wedtug relacji (8.2.50) lub (8.2.51) moga by¢
stosowane tylko wowczas, gdy wszystkie kryteria maja te same miary, co w praktycznych
problemach raczej rzadko wystgpuje. Wady tej pozbawiona jest metoda polegajaca na tzw.
normalizacji kryteriow. Glownym jej celem jest pozbycie si¢ miar, gdyz wartoSci
wszystkich kryteriow po normalizacji bgda si¢ miesci¢ w przedziale [0, 1] i beda to wartosci
niemianowane. Istnieje wiele sposoboéw normalizacji. My przedstawimy jeden z najbardziej
ogolnych. W tym przypadku nie zakltadamy, tak jak poprzednio, ze zalezy nam na
maksymalizacji wszystkich kryteriow, gdyz dokonana normalizacja zapewni nam, ze kryteria
znormalizowane beda podlegaly zawsze maksymalizacji (bez wzgledu na rodzaj
ekstremalizacji kryteridow pierwotnych).

Kryterium i-te (Ki(x)), i =1, N po normalizacji b¢dzie miato nast¢pujaca postac (E;(x)):

K}nax _ K
1- Klma"—]ér(“f‘)’ jezeli kryterium K, podlegalo maksymalizacji
(8.2.52) Ki(x)= " "
K™ -K,(x) .. .. . T
o g jezeli kryterium K, podlegalo minimalizacji
przy czym
(8.2.53) K™ =max K,(x)
xeW
(8.2.54) K™ =min K,(x)
xeW

oraz K™ # K™, i=1,N.

Zauwazmy, ze wartosci tak znormalizowanych kryteriow beda zawsze miesci¢ si¢ w
przedziale [0, 1]. Dla kryteriow znormalizowanych mozemy teraz zastosowaé podejscie

opisane przez (8.2.50)+(8.2.51) poprzez zamian¢ w tych wzorach kryterium K; na K;, bez
wzgledu na to, czy kryteria pierwotne K; maja by¢ maksymalizowane, czy minimalizowane
oraz czy maja takie same jednostki miar, czy tez nie.

Sposob budowy diagramu Hassego, przy rdéznych sposobach definiowania relacji R
przedstawimy w Przyktadzie 8.2.6.

Przyklad 8.2.6 (porzaqdkowanie zbioru elementow ocenianych wieloma wskaznikami)
Rozpatrujemy 6 wariantdow inwestycji o podanych w Tabeli 8.2.2 wartosciach
wskaznikow. Uporzadkowa¢ warianty inwestycji zgodnie z diagramem Hassego przyjmujac

rozne definicje relacji R.

Tabela 8.2.2 Dane do Przykladu 8.2.6

Wariant | Oczekiwana stopa | Odchylenie standardowe NPV
zwrotu (w %) stopy zwrotu (w %) (w tys. z1)
A 7 2 3
B 6 4 5
C 6 2 3
D 6 5 2
E 7 3 4
F 5 4 5
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Najpierw zajmiemy si¢ definicja relacji R opisana za pomoca wzorow (8.2.48), (8.2.49).
Zauwazmy, ze w definicji relacji R zakladamy, ze wszystkie kryteria sa maksymalizowane.
Z interpretacji wskaznikow oceniajacych inwestycje w Tabeli 8.2.2 wynika, ze dwa z nich
musza by¢ maksymalizowane (oczekiwana stopa zwrotu (K;) 1 NPV (K3)), a odchylenie stopy
zwrotu - minimalizowane. Aby moéc skorzysta¢ z definicji relacji R wystarczy warto$ciom
zwigzanym z odchyleniem standardowym zmieni¢ znak na przeciwny, gdyz im wigksza
warto$¢ tak zmodyfikowanego kryterium (K,) - tym lepiej. Warto$ci zmodyfikowanych
kryteridéw przedstawiono w Tabeli 8.2.3.

Tabela 8.2.3 Wartosci zmodyfikowanych kryteriow (na bazie Tabeli 8.2.2)

Wariant Kryterium

K; K K;
A 7 -2 3
B 6 -4 5
C 6 -2 3
D 6 -5 2
E 7 -3 4
F 5 -4 5

Zgodnie z tym, do relacji R typu (8.2.48)+(8.2.49) naleza nastgpujace pary elementow zbioru
W={4, B, C, D, E, F} wariantow inwestycyjnych: (D, B), (D, C), (D, E), (C, A), (F, B). Dla
przyktadu, para (D, B) nalezy do relacji R (wariant B jest lepszy w sensie tej relacji niz
wariant D), gdyz zachodzi (patrz Tabela 8.2.3):

K,(B)> K,(D) oraz  K,(B)=K,(D) i K,(B)=K,(D)

czyli spelnione sa warunki (8.2.48)+(8.2.49). Podobnie mozna uzasadni¢ przynaleznos$¢
pozostatych par do tej relacji.
Diagram Hassego zwiazany z rozpatrywanym problemem ma posta¢ jak na Rysunku 8.2.1.

ONONF.O
/
o)

Rysunek 8.2.1 Diagram Hassego z relacjq R opisanq przez (8.2.48)-(8.2.49)

Zgodnie z interpretacja diagramu Hassego oraz relacji R najlepszymi sa warianty A, B 1 E
poniewaz nie ma od nich lepszych. W tym ujeciu wariant D jest najgorszy, poniewaz sa od
niego lepsze az cztery warianty (A, B, C, E) ''. W ogélnym przypadku, najlepszymi sa te

' Zauwazmy, ze wariant A jest lepszy od wariantu C, a ten jest lepszy od wariantu D, wobec tego A jest lepszy
od D (wtasno$¢ przechodnio$ci relacji R; jest to przeciez relacja czg$ciowego porzadku). Nie ma zatem potrzeby
rysowania tuku od D do A w grafie z Rysunku 8.2.1, cho¢ formalnie powinien zosta¢ narysowany (biorac pod
uwage definicje relacji R). Jednakze w grafie Hassego celowo pomija si¢ te zwiazki wynikajace z przechodnios$ci
relacji R, aby niepotrzebnie nie komplikowac grafu.
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elementy zbioru W (wierzchotki grafu), ktére nie maja nastepnikow'>. Zauwazmy, ze diagram
Hassego ma tzw. posta¢ warstwowa: w najnizszej warstwie znajduja si¢ elementy najgorsze, a
W najwyzszej - elementy najlepsze.

Jak wczedniej zaznaczono, sposoboéw definiowania terminu ,,lepszy” typu (8.2.50) 1 (8.2.51)
nie mozna uzy¢ do naszego przyktadu, gdyz mamy rézne jednostki wskaznikow oceniajacych
warianty inwestycyjne (tzn. ,,%” 1 ,,zt”). Dlatego tez dokonamy normalizacji kryteriow,
a nastgpnie skorzystamy ze sposobdw 1) i 2) porzadkowania elementéw w zbiorze W.
W Tabeli 8.2.4 przedstawiono znormalizowane wartosci kryteriow wyliczone zgodnie z
(8.2.52)+(8.2.54). Diagram Hassego odpowiadajacy znormalizowanym kryteriom przy
sposobie 1) porzadkowania kryteriow przedstawiono na Rysunku 8.2.2. Jezeli uporzadkujemy
kryteria wedlug sposobu 2), to otrzymamy nastgpujace uporzadkowanie (od najlepszego do
najgorszego wariantu): A, C, E, D, B, F.

Tabela 8.2.4 Znormalizowane wartosci kryteriow (na bazie Tabeli 8.2.2)
Kryterium
Kmin — 5 Kmin — 2 Kmin — 2

Wariant ! ) 2 ] 3 Suma

X K 1m‘}lx =7 | K ;1 " =51K 3mx =5 kryteriow
Ki(x) K> (x) Ks(x)

A 1 1 0,66 2,66
B 0,5 0,33 0 0,83
C 0,5 1 0,66 2,16
D 0,5 0 1 1,5
E 1 0,66 0,33 1,99
F 0 0,33 0 0,33

o

Rysunek 8.2.2 Diagram Hassego dla znormalizowanych kryteriow z relacjq R typu 1)

'> Przypominamy, ze nastepnikami (bezposrednimi) jakiegos wierzchotka w grafie sa te wierzcholki, do ktérych
istnieje bezposrednie przejscie (zgodnie z kierunkiem tuku) z rozpatrywanego wierzchotka (tzn. dla pary (x,y)eR
wierzcholek y jest nastgpnikiem wierzchotka x).
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W optymalizacji wielokryterialnej czgsto uzywa si¢ pojgcia dominowanie na

okreslenie relacji typu lepszy-gorszy. Relacj¢ ta nazywa si¢ relacja dominowania, a o
elemencie x, ktory jest lepszy od elementu y méwi sig, ze x dominuje y. Jezeli jaki$ element
dominuje w zbiorze wszystkie pozostate elementy w sensie przyjetej relacji dominowania, to
nazywa si¢ go dominujacym (najlepszym z najlepszych). Jesli z kolei element nie jest
dominowany przez zaden inny w zbiorze, to nazywa si¢ go niezdominowanym (albo inaczej
tzw. optymalnym w sensie Pareto).
Wezmy dla przyktadu sytuacj¢ z Rysunku 8.2.2. Wariant A dominuje wszystkie warianty z
wyjatkiem D. Gdyby dominowal réwniez D bylby dominujacym w sensie przyjetej relacji R.
Poniewaz nie jest dominowany przez zaden inny wariant, a jednocze$nie sam nie dominuje
wszystkich ~ pozostalych, wigc jest wariantem niezdominowanym. Wariantem
niezdominowanym jest rowniez wariant D. Pozostate warianty sa zdominowanymi, wigc nie
optaca sig ich stosowac (w sensie przyjetej relacji R).

Ponizej omoéwimy krotko pozostale metody porzadkowania elementéw zbiorow
skonczonych.

Metody progowe wyboru elementu sposrdd zbioru elementdéw ocenianych na podstawie wielu
kryteriow polegaja na wyborze takiego elementu, ktory charakteryzuje si¢ tym, ze warto$ci
wszystkich kryteriow z nim zwigzanych sa nie mniejsze (nie wigksze) niz pewne
dopuszczalne wartosci progowe. Podstawowa wada tej grupy metod jest koniecznos$¢
ustalania dopuszczalnych progéw wartosci poszczegdlnych kryteridw, co jest czynnoscia
mato obiektywna.

Hierarchizacja kryteriéw polega na uporzadkowaniu kryteriéw wedlug ich waznosci (zgodnie
z preferencjami decydenta), a nastgpnie wyborze decyzji (elementu zbioru) poprzez
nastgpujace postgpowanie sekwencyjne: najpierw wybieramy elementy najlepsze ze wzgledu
na najwazniejsze kryterium, nastgpnie — jesli wybranych elementow jest wigcej niz jeden —
wybieramy sposrod wczesniej wyselekcjonowanych elementy najlepsze ze wzgledu na
drugie, co do waznosci, kryterium, itd.

8.2.5.2 Zadania optymalizacji wielokryterialnej

Sposéb formutowania zadan optymalizacji wielokryterialnej moze by¢ rdzny.
Przyjmiemy jeden z najprostszych sposobdw zblizony do formutowania zadania PL, z tym, ze
zamiast jednej funkcji kryterium, tak jak to byto w (8.2.1), przyjmiemy wektor N-wymiarowy
funkcji kryteriow K=(X,,X,,...,.K,). Kazda z tych funkcji moze podlega¢ minimalizacji
badZz maksymalizacji natomiast ograniczenia (w liniowym zadaniu wielokryterialnym) moga
by¢ definiowane podobnie jak w (8.2.2)+(8.2.5).

Pomijajac cala otoczke zwiazana z teoria dotyczaca metod wielokryterialnej oceny
i optymalizacji przedstawimy powszechnie stosowana metode rozwigzywania tego typu
zadan, a mianowicie metodg oparta o tzw. funkcje metakryterium (wspominaliSmy o niej w
poprzednim rozdziale). Metoda ta polega na zastapieniu wielu kryteriow jednym tzw.
metakryterium, a nast¢pnie rozwiazywaniu jednego z wczesniej rozpatrywanych typdéw zadan
optymalizacji jednokryterialnej, bedacym w pewnym sensie ekwiwalentem zadania
wielokryterialnego. Przedstawimy dwie propozycje funkcji metakryterium: §rednia wazona
kryteriow znormalizowanych oraz minimalizacj¢ odchylen funkcji kryteriow.

Metakryterium bedace $rednig wazona kryteridw znormalizowanych ma nastgpujaca postac:

N _
(8.2.55) D w, - Ki(x) - max
i=1
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przy ograniczeniach jak w (8.2.2)+(8.2.5), gdzie K, (x) oznacza znormalizowang postac i-tej
funkcji kryterium ustalana wedlug wzoru (8.2.52), a w; jest waga przypisana i-temu

N S
kryterium, Zw[- =1,w;e[0,1],i=1,N.
i=1
Metakryterium bedace minimalizacja odchylen funkcji kryteriow polega na tym, ze do
ograniczen pierwotnych w zadaniu wyj$ciowym dodajemy N ograniczen postaci:

(8.2.56) Ki(x)-1<u, i=1,N
oraz okreslamy nowa funkcje celu:
(8.2.57) u — min

a nastgpnie rozwiazujemy to zadanie jednokryterialne. Jak tatwo si¢ zorientowac, to nowe
zadanie ma o jedng zmienna decyzyjna wigcej (1) niz zadanie pierwotne oraz dodatkowe N
ograniczen postaci (8.2.56).

Sposob formutowania obu typow zadan pokazano w Przyktadzie 8.2.7.

Przyklad 8.2.7 (wykorzystanie metakryterium w zadaniach wielokryterialnych)

Wro6¢my do Przyktadu 8.2.5 z rozdziatu 8.2.4.
Zadanie optymalizacji wielokryterialnej, ktére mozna zdefiniowaé przy doborze optymalnego
portfela akcji dwoch spotek ma postac nastepujaca:

(8.2.58) K, (x)=x,-0,0209 + x, -0,0095 — max

(8.2.59) K,(x)=x7-0,0547% +x; -0,0361° +2-x, -0,0547 - x,, - 0,0361-0,5 — min
przy ograniczeniach:

(8.2.60) X, +x,=1

(8.2.61) XX, 20

gdzie x=(x,,x;).

W celu zastosowania funkcji metakryterium musimy najpierw znormalizowa¢ obie funkcje
kryterium zgodnie z (8.2.52). Musimy w tym celu wyznaczy¢ minimalne i maksymalne
wartosci obu funkcji kryteriow. Dokonamy tego rozwiazujac nastgpujace zadania:

e aby wyznaczyé K™ (zgodnie z (8.2.53)):

x,-0,0209 + x, -0,0095 — min
przy ograniczeniach (8.2.60), (8.2.61);
e aby wyznaczy¢ K™ (zgodnie z (8.2.54)):

x,-0,0209+x, -0,0095 — max
przy ograniczeniach (8.2.60), (8.2.61);
e aby wyznaczyé K™ (zgodnie z (8.2.53)):

x2-0,0547% +x;-0,0361* + x,-0,0547 - x,, -0,0361 — min
przy ograniczeniach (8.2.60), (8.2.61);
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e aby wyznaczy¢ K, (zgodnie z (8.2.54)):

x2-0,0547° +x,-0,0361% +x,-0,0547 - x, - 0,0361 — max
przy ograniczeniach (8.2.60), (8.2.61);

Rozwiazujac te zadania otrzymujemy nastepujace wartoéci: K™ =0.0095, K™ =0.0209,
K™ =0.001263, K™ =0.002992 .

Funkcja metakryterium bedaca $rednia wazona funkcji kryteridow (przy zalozeniu
jednakowych wag rownych w;=w,=0.5) bedzie miata postac:

0 5_(1 ~0.0209—(x,,-0,0209 + x,, -0,0095))+
0.0209 —0.0095
0.002992—(xj -0,0547% +x; -0,0361° + x ,-0,0547 - x,, -0,0361)
' 0.002992 —0.001263

(8.2.62)
+0.5

max

co po uproszczeniu daje funkcje:

—289.2-(x-0,0547% +x2 -0,0361% +x , -0,0547 - x, - 0,0361 )+

(8.2.63)
+43.8-(x,-0,0209 + x,, -0,0095)+ 0,448 — max

przy ograniczeniach (8.2.60), (8.2.61).
Rozwiazujac to zadanie otrzymujemy nastgpujace rozwiazanie: x, =0.509, x, =0.491 oraz
warto$¢ funkcji metakryterium réwna 0.66.

Zadanie z funkcja metakryterium bedaca minimalizacja odchylen funkcji kryteriow
bedzie miato nastgpujaca postac:
(8.2.64) u — min

przy ograniczeniach:

(8.2.65) (1_ 0.0209 - (x,, -0,0209 + x,, -0,0095))_ l<u
0.0209—0.0095
2 2 2 2
(82.66) 0.002992 — (x’ -0,0547% +x2 -0,0361% +x , -0,0547 - x,, 0,0361)_1Su
0.002992 - 0.001263
(8.2.67) X, +x,=1
(8.2.68) XX, 20

Rozwiazujac z kolei to zadanie otrzymujemy nastepujace rozwiazanie: x, =0.648,

x, =0.352 oraz wartoé¢ funkcji metakryterium réwna —0.351.

8.2.6 Decyzje inwestycyjne jako zadania teorii gier

Podejmowanie decyzji inwestycyjnych czgsto jest dokonywane w sytuacjach,
w ktorych nie wiadomo, jaki bgdzie stan otoczenia lub tez, jaka decyzje podejma inni
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decydenci, majacy wplyw na wyniki decyzji przez nas podejmowanych. Przyktadem moze
by¢ konkurencja kilku przedsigbiorstw na rynku, ktory jest podzielony migdzy nie - decyzje
podjete przez kazdego z konkurentow maja wptyw na wyniki pozostatych udziatlowcoéw
rynku. Mozna powiedzie¢, ze w $wiecie finansow bez przerwy stykamy si¢ z konfliktem
interesow, podobnie jak w grach. Gra¢ mozemy na gieldzie. Gra jest rowniez podejmowanie
decyzji przez rolnika obsiewajacego ziemi¢ okreslonym rodzajem zboza. Wszystkie te
sytuacje nosza nazw¢ konfliktowych (sytuacje decyzyjne, w ktorych wystepuja decydenci o,
najczesciej, rozbieznych celach). Stad nauka, ktora zajmuje si¢ analiza wszelkiego rodzaju
sytuacji konfliktowych (nie tylko ekonomicznych) nosi nazwe teorii gier. O uczestnikach gry
mowi sig, ze sa jej graczami. Gra¢ mozna z jednym graczem (gry dwuosobowe), badz z
wieloma graczami (gry wieloosobowe). Gracze moga si¢ ze soba porozumiewac, tworzac
koalicje (gry kooperacyjne), badZ moga si¢ nie porozumiewac (gry niekooperacyjne). Gra¢
mozna z przeciwnikiem inteligentnym (gry wlasciwe), badz z przeciwnikiem, ktéremu nie
zalezy na wygranej (gry z naturg).

W naszych rozwazaniach zajmiemy si¢ szczegdélowo jednym z rodzajow gier,
a mianowicie grami dwuosobowymi o sumie zero".
Zatdézmy, ze w grze bierze udziat dwdch graczy ostroznych i inteligentnych: gracz A i gracz
B. Kazdy z nich moze samodzielnie podejmowaé decyzje (nazywane strategiami gracza).
Przyjmijmy, ze gracz A ma ich n, a gracz B - m. Dla kazdej pary (i, j) decyzji graczy AiB
znana jest pewna liczba a; oznaczajaca wygrang gracza A w przypadku, gdy gracz ten
podejmie decyzje o numerze i przy podjgciu przez gracza B decyzji o numerze j. Macierz
Ma=[ajj]».m nazywac bedziemy macierza wyplat gracza A. Dla gracza B, w przypadku gier z
zerowa suma wyplat, macierz wyptat jest rtOwna M= —Maj,.
Oczywistym jest, ze gracz A begdzie si¢ staral zmaksymalizowa¢ swojaq wygrana, a gracz B -
zminimalizowa¢ swoja przegrana (ujemna wygrana gracza A oznacza wygrang gracza B).
Interesy obu graczy sa wigc sprzeczne. Obaj gracze beda dazy¢ do osiagnigcia tzw. punktu
rownowagi w grze. Jest to taka sytuacja (para strategii (i*, j7) obu graczy), ktora zapewni
graczowi A mozliwie najwigksza wygrana, graczowi B - mozliwie najmniejsza stratg¢ oraz
zmiana tej pary strategii przez obu graczy nie jest dla zadnego z nich optacalna. Element g
nosi nazwe¢ wartosci ¥ gry. Punkt rownowagi nazywa si¢ czgsto punktem siodlowym

macierzy wyplat. Jest to element macierzy znajdujacy sie¢ na przecigciu wiersza o takim
-* . .* . . . . . .
numerze i oraz kolumny, o takim numerze j , ze element A o jest najmniejszy w swoim

wierszu i jednocze$nie najwickszy w swojej kolumnie. Formalnie punkt réwnowagi jest
wyznaczany nast¢pujaco: .
wyznaczy¢ taka parg strategii (i , j ), dla ktérej zachodzi:

(8.2.69) max min g; = min max a; =a..=V
i{l,..,n} je{l,...m} jell,.,m}iefl,...,n} Ly

Jezeli w grze istnieje taka para strategii, dla ktorej spelnione jest (8.2.69), to parg ta
nazywamy rozwigzaniem gry w zbiorze tzw. strategii czystych. Strategi¢ czysta mozna
utozsamia¢ z taka decyzja gracza, ktora jest podejmowana tylko raz.

Czesto zdarza sig, ze nie istnieje taka para strategii (i*, j*), dla ktorej spetnione jest (8.2.69).
Wowczas wyznacza si¢ tzw. sytuacj¢ rdwnowagi w zbiorze tzw. strategii mieszanych.
Strategia mieszana jest to kombinacja liniowa strategii czystych. Inaczej mozna powiedzie¢,
ze strategi¢ mieszana kazdego gracza tworzy rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze jego
strategii czystych. Strategie mieszane stosowane sa na ogot w dwoch rodzajach sytuacji: w

"% Gry o sumie zero sa to takie gry, w ktorych wygrana jednego gracza jest réwna przegranej drugiego z nich.
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przypadku wielokrotnego (niezaleznego od siebie) rozgrywania tej samej gry (wtedy
prawdopodobienstwa informuja o czgstosci stosowania poszczegolnych strategii czystych) lub
gdy obszar zastosowania decyzji (strategii czystych) daje si¢ podzieli¢ na wystarczajaco wiele
obszaréow cze$ciowych (przyktad rolnika, ktory ma do obsiania pewien areal wieloma
rodzajami pszenicy i zmuszony jest stosowal rozny materiat siewny w odpowiednich
proporcjach).

Przed sprawdzeniem, czy w grze istnieje para strategii czystych w rownowadze, powinnismy
usuna¢ z macierzy wyptat M, tak zwane strategie zdominowane.

Mowimy, ze strategia i-ta gracza A (i-ty wierz macierzy M) dominuje strategi¢ k-ta tego
gracza (k-ty wierz macierzy M,) jezeli

(8.2.70) a; 2 ay dlakazdego j
oraz
(8.2.71) a; >ay; dla przynajmniej jednego j

Mowimy, zZe strategia j-ta gracza B (j-ta kolumna macierzy M) dominuje strategig A-ta tego
gracza (k-ta kolumng macierzy My) jezeli

(8.2.72) a; <ay dlakazdegoi
oraz
(8.2.73) a; <ay dla przynajmniej jednego i

Poprzez usunigcie strategii zdominowanych zmniejszamy wymiar macierzy wyplfat,
a nastgpnie sprawdzamy, czy istnieje punkt siodlowy. Jezeli nie istnieje, to wyznaczamy pare
strategii mieszanych w rownowadze. Dla przypadku, gdy obaj gracze maja po dwie
dopuszczalne strategie, rozklad prawdopodobienstwa na strategiach czystych wyznacza si¢
nastepujaco:

* a,, —a * *
Ay —a;p —dy tay

* adrH —a * *
(8.2.75) = = = , Yo =1=y
ayp—ap —ay tay

gdzie xf jest czestos$cia stosowania i-tej strategii przez gracza A, a y; jest czestoscia

stosowania j-tej strategii przez gracza B. Oczekiwana wygrana ¥ obu graczy jest taka sama

2 2
1wynosi: V = ZZ% X, yj .

i=1 j=l
Ponizej przedstawimy dwa przyktady pokazujace wykorzystanie gier z zerowa suma wyptat
do analizy decyzji inwestycyjnych. Pierwszy z nich dotyczy wykorzystania teorii gier do
ustalania wielkosci produkcji dwoch producentow konkurujacych na rynku tego samego
wyrobu, a drugi pokazuje sposob wykorzystanie gier do analizy strategii dotyczacych
instrumentéw pochodnych typu opcje’.

4 W rozdziale 7.2 dotyczacym opcji zaznaczylismy, ze analiza "gry" miedzy wystawiajacym opcje i jej nabywca
moze by¢ rozumiana jako gra dwuosobowa z zerowa sumg wyplat.
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Przyklad 8.2.8 (wykorzystanie teorii gier do ustalenia wielkosci produkcji dwoch firm)

Dwoch producentéw wytwarza ten sam towar, ktory jest sprzedawany na rynku. Niech
d(z) oznacza funkcj¢ popytu (z - liczba sztuk towaru na rynku (w tys.)), c(z) - funkcja kosztéw
wytwarzania. W ustalonym okresie producent A moze wytworzy¢ z; sztuk wyrobu, za$
producent B - z, sztuk wyrobu. Popyt maleje wraz ze wzrostem liczby sztuk towaru na rynku i
jest zerowy, gdy taczna liczba sztuk towaru z>z). Zaldézmy, ze producenci z pewnych
wzgledow nie porozumiewaja si¢ przed wystawieniem towaru na rynek.
Jesli producenci wystawia na rynek z; i z; sztuk towaru, to pierwszy z nich otrzyma zysk w
wysokosci:

(8.2.76) H\(z),z,)=z,-d(z,+z,)—c(z))
a drugi
(8.2.77) H,(z),z,)=z,-d(z,+z,)—c(z,)

Przy zatozeniu, ze

(8.2.78) c(z) :%'Z

, 2<zy=5

(8.2.79) d(z)=1z
0, w przeciwnym przypadku

okresli¢ ile towaru powinien kazdy z producentéw produkowac, aby jego udzial w zysku byt
mozliwie najwigkszy oraz wielko$¢ wygranej kazdego z nich. Zalozy¢, ze obaj producenci
moga produkowa¢ towar w nastepujacych liczbach sztuk (w tys.): 1, 2 1 sa jedynymi
producentami na rynku tego wyrobu.

Z tresci zadania wynika, ze kazdy z producentéw ma do wyboru 2 strategie (liczba sztuk
produkowanych wyrobéw). Najpierw tworzymy macierz wyptat dla gracza (producenta) nr 1
(A). Elementami a; macierzy wyptat gracza nr 1 beda wartosci funkcji

— H(z z) D .
Hl(z.,z,)= 1272 opisujacej udziat w zysku, przy czym z;=i, z>=j.
1(1 2) H1(Z1a22)+H2(Z1’Zz) pisujace] y przy czym z; 2]
Dla przyktadu:
Ao r
H,(12) 1-d(1+2)—c(l) 310 :
ap = = = =0.33, itd.
H,(12)+ H,(12) 1-d(1+2)-c()+2-d(1+2)-c(2) 1 1 1 2
3 10 3 10
Macierz wyptat M, dla gracza A po niezb¢dnych wyliczeniach wyglada nastepujaco:
1 2
(8.2.80) 1] 0.5 033
M, =
21033 05

11
Dla gracza B macierz wyptat jest nastgpujaca: Mp=1-M,, gdzie 1 =L J. Otrzymali$my

zatem gre ze stalg suma wyplat" réwna 1.

"% Gra z zerowa suma wyplat jest szczegélnym przypadkiem gry ze stata suma wyplat.
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Okazuje si¢, ze taka gre¢ mozna rozpatrywaé¢ podobnie jak gr¢ z zerowa suma wyplat
korzystajac z pewnego twierdzenia'®. Zauwazmy, ze gra ta nie posiada rozwiazania w zbiorze
strategii czystych poniewaz w macierzy M, nie istnieje taki element, ktory bylby
najmniejszym w swoim wierszu i jednoczesnie najwigkszym w swojej kolumnie, tzn. nie da
si¢ wyznaczy¢ takiej pary strategii (i, j'), dla ktorej zachodzi (8.2.69). W zwiazku z tym,
bedziemy poszukiwali rozwiazania w zbiorze strategii mieszanych wyznaczajac rozktad
prawdopodobienstwa na strategiach czystych obu graczy ze wzordéw (8.2.74), (8.2.75).
Otrzymamy:
e dlagracza A:

. Ayy — Qs B 0.5-0.33

X, = = =
' g, -a,—a,+a, 0.5-033-0.33+0.5

05, x,=1-x =0.5

e dla gracza B:
. a,, —a, B 0.5-0.33

4 a,,—a,—a, +a,, 05-033-0.33+0.5 % 4

Kazdy z graczy powinien zatem stosowac obie swoje strategie z czgstosciami 0.5, co zapewni

im oczekiwana wygrang (oczekiwany udziat zysku) rowna:

2 2

V=>>a, x y,=0505-05+033-0.5-0.5+0.5-0.5-0.5+0.33-0.5-0.5 = 0.665.
i=l j=1

|
Przyklad 8.2.9 (wykorzystanie teorii gier do ustalania strategii opcyjnych)"’

Rozwazmy rynek finansowy, na ktorym handluje si¢ opcjami. Zatézmy, ze
sprzedawca (gracz 1) proponuje kupcowi (gracz 2) bezterminowy kontrakt opcyjny typu Put
(opcja sprzedazy) o cenie P, wystawiony na instrument finansowy o biezacej cenie S. Przez

S oznaczmy cen¢ rynkowa instrumentu finansowego w momencie realizacji opcji, przez K
oznaczmy ceng realizacji opcji zawarta w kontrakcie. Zauwazmy, ze wyznaczenie ceny S
powinno odpowiada¢ optymalnej strategii jednego z graczy. Wyplaty definiujemy jako:
min {0, S —-K} dla wystawcy opcji (ang. option writer) oraz max {0, K-S } dla inwestora (ang.
option holder). Zauwazmy, ze min{0, E—K}erax{o, K-S +=0, czyli mamy do czynienia z
gra o zerowej sumie wyptat. Inwestor podejmuje decyzje, przy jakiej cenie S zrealizuje opcje
natomiast wystawca opcji podejmuje decyzje o jej cenie P, W pierwsze] fazie gry
sprzedawca wystawia kupcowi opcj¢ po cenie P., . Nastgpnie kupiec dobiera taki moment
realizacji opcji, aby cena podstawowego instrumentu finansowego wynosita S.

Okazuje sig, ze optymalna strategia gracza 2 (kupca) jest nastgpujaca warto$¢ S:

(8.2.82) s="_g
I+y

a gracza 1 (wystawcy opcji):

18 Kazda niekooperacyjna gra ze stala suma wyplat jest rtownowazna (w sensie strategii) pewnej grze z zerowa
suma wyplat.
' Na podstawie literatury.
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-7
(8.2.83) P(S)=—X -((”7”}
I+y y-K

przy czym

2.k,
(8.2.84) y=""

(e
gdzie:

ky— stopa procentowa wolna od ryzyka;
o - odchylenie standardowe stopy dochodu z akc;ji.

8.3 Arkusz Excel a rozwigzywanie decyzyjnych zadan inwestycyjnych

W rozdziale tym opiszemy krotko dodatek Solver'® arkusza kalkulacyjnego Microsoft
Excel. Dodatek Solver pozwala zoptymalizowa¢ warto$§¢ formulty w jednej z komoérek
arkusza - nazywanej komorka celu (nazwa komorki bierze si¢ stad, ze w niej wilasnie
definiujemy funkcje celu). Zakresem dziatania jest grupa komoérek zwiazanych bezposrednio
lub posrednio z formula w komoérce celu. Wartosci w komodrkach okreslonych przez
uzytkownika - nazywanych komorkami zmienianymi (odpowiadaja one zmiennym
decyzyjnym w zadaniu decyzyjnym) - sa ustalane tak, aby osiagna¢ zadany wynik w komorce
celu. Zakres zmian warto$ci wystepujacych w modelu mozna zada¢ ograniczeniami
(odpowiadaja one warunkom ograniczajacym w zadaniu decyzyjnym (8.1.1)). Moga one
takze dotyczy¢ innych komorek, ktore maja wptyw na formute w komorce celu.

Przyklad 8.3.1

Rozpatrywany przyklad pokazuje, jak korzysta¢ z Solver'a, aby znalez¢ jedna lub kilka
warto$ci maksymalizujacych lub minimalizujacych inng warto$¢, jak wprowadza¢ i zmieniac
ograniczenia oraz jak zapisa¢ model.
Postuzymy si¢ typowym modelem marketingowym' opisujacym wzrost sprzedazy od
wartosci wyjsciowych (na przyklad w wyniku dzialan sprzedawcoéw) wraz ze wzrostem
kosztéw reklamy, ale ze zmniejszajacymi si¢ efektami. Model ten zostal pokazany na
Rysunku 8.3.1, a formutly zapisane w poszczegdlnych komodrkach zostaty opisane w Tabeli
8.3.1. Solver’a bedziemy mogli uzy¢ np. do sprawdzenia, czy budzet na reklamg nie jest za
maly lub czy reklamg nalezy inaczej podzieli¢ w czasie, aby uwzgledni¢ zmienny wskaznik
$€ZOonowoscl.
Okreslimy teraz model matematyczny problemu, aby tatwiej bylo analizowaé sposob
wykorzystania Excel’a do rozwiazania zadania decyzyjnego zwiazanego z rozpatrywanym
zagadnieniem.
Na podstawie oznaczen i zaleznos$ci przedstawionych na Rysunku 8.3.1 wiemy, ze:
e zysk z produkcji w ¢t-tym kwartale wyraza si¢ za pomoca formuty: Z, =M, - KC, , gdzie

M, oznacza marzg brutto w #-tym kwartale, a KC; — koszt catkowity produkc;ji;

' Dodatek Solver nie jest instalowany przy standardowej instalacji Excel'a. Jezeli w menu Narzedzia nie jest
dostgpna opcja Selver wowczas nalezy wybra¢ z menu Narzedzia polecenie Dodatki, po czym z listy
dostegpnych dodatkow wybra¢ opcje Solver. Jesli Solver nie znajduje si¢ na liscie, Excel zapyta, czy chcemy go
zainstalowa¢. Po zainstalowaniu Solver dostgpny bedzie w menu Narzedzia, opcja Solver.

' Opis zadania zaczerpnigto z systemu pomocy arkusza Microsoft Excel.
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kosztem materiatowym;

wielko$¢ sprzedazy w t-tym kwartale.

marza brutto jest r6znicq migdzy przychodem ze sprzedazy a kosztem materiatowym, tzn.
M, =S, -(C-KP), gdzie S; — jest wielkoscia sprzedazy, C — jest ceng produktu, KP —

koszt catkowity produkeji jest suma wydatkéw stuzbowych 1 na reklamg, tzn. KC=W+R,,
gdzie W,— wydatki shuzbowe w t-tym kwartale, R,— wydatki na reklam¢ w #-tym kwartale;
wielko$¢ sprzedazy w t-tym kwartale S, zostata opracowana na podstawie nastgpujacego
modelu prognozy zbudowanego w oparciu o dane historyczne przedsigbiorstwa:

S, =35-ws,-/R +1000, gdzie ws, oznacza wskaznik sezonowosci majacy wplyw na

Wobec tego funkcja zysku z produkeji w z-tym kwartale ma postac:

(8.3.1)

Jak widac jest to funkcja nieliniowa.

Z,=35-ws, /R, +1000-(C—KP)—W, R,

2 Microzolt Excel -

mopg

”E Fli. Edwcja ‘Widok ‘Wstaw Format Marzedzia Dane Ckno  Pomoc ;Iilil
DR aR¥|(saad - RN X
”AriaICE 10 - BIE‘§§§|§/, 03+°8|ﬁv&-i-”
HB - =
A B C D E F Il
1 Miesioe Ew I | Kw I | Bw II| Bw IV | Razem || |
2 Wakaznik sezonowodcei(ws) 0,8 1,0 07 1,1
3 | 3ptzedane jednostld (=25 ws WRHI 0005 || 2 937 3671 2570 4038 | 13215
4 Przychad ze sprzedaty w2t (F=5*C0 B8 100 | 110 125 [ 77087 [ 121 137 396 450
5 Koszt zakupu (KZ=5%EF) 2860 | 66 075 | 46 252 | 72 A82 | 237 870
5 MWlarza brutto (M=F-F75 35240 | 44 050 | 30 835 | 45455 | 155 580
7 Wirdatld shugbowe (87 3000 3000 9000 2000 | 34 000
8 Rellama (F) 10000 | 10000 §f 10000 § 10000 40000
9 Koszt catkowity (FC=H"R) 13000 [ 18000 | 19000 | 19000 | 74 000
10 Zyskz produltdw wd (Z=M-EC) 17240 | 26 050 [ 11 835 | 29455 [ B4 580
11
12 Cena produktu (0| 30 2
13 Koszt produltu (£P)| 18 = =
44 p [ mf wykres 10 £ funkcie finansowe  # Raty £ miary ryzvka lSuI\rer.i sz|4] LI_H
o

GOty

Rysunek 8.3.1 Zdefiniowanie przykiadowego problemu marketingowego

Tabela 8.3.1 Zawarto$¢ komorek arkusza opisujqcego przyktadowy model marketingowy (z Rysunku 8.3.1)
Wiersz Zawartos¢ Wyjasnienie
2 State wartosci Sezonowos¢: sprzedaz jest wyzsza w 2 i 4
kwartale i nizszaw 11 3.
3 =35*B2*(B8+1000)*0.5 [Prognoza sprzedazy jednostek w kazdym
kwartale: ~ wiersz 2 zawiera  czynnik

sezonowosci; wiersz 8 zawiera koszt reklamy.
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4 =B3*$B$12 Przychdéd ze sprzedazy: prognoza sprzedazy
jednostek (wiersz 3) mnozona przez ceng
(komorka B12)*.

5 =B3*$B$13 Koszt zakupu: prognoza sprzedazy jednostek
(wiersz 3) mnozona przez koszt produktu
(komérka B13).

6 =B4-B5 Marza brutto: przychdd ze sprzedazy (wiersz 4)
odjac koszt zakupu (wiersz 5).

7  |Wartosci state Wydatki shuzbowe pracownikow

8 Warto$ci zmieniane Budzet na reklame.

(zmienne decyzyjne)

9 =SUMA(B7:BS) Koszt catkowity: wydatki (wiersz 7) dodac
koszt reklamy (wiersz 8).
10 [=B6-B9 Zysk z produktow: marza brutto (wiersz 6)
(warto$¢ funkcji celu) odja¢ koszt catkowity (wiersz 9).
12 [Wartosci state Cena produktu.
13 |[Wartosci state Koszt produktu.

Wyszukiwanie warto$ci maksymalizujacej inng warto$¢

Jeden ze sposobow uzywania Solvera polega na okreslaniu maksymalnej warto$ci
komorki (funkcji celu) przez zmiang innej komodrki (zmiennej decyzyjnej). Dwie komorki
musza by¢ powigzane formutami w arkuszu. Jesli nie sa, zmiana wartosci jednej komorki nie
bedzie powodowata zmiany warto$ci w innej komorce.

W przyktadowym arkuszu chcemy si¢ dowiedziec, ile trzeba wyda¢ na reklame, aby uzyskac

maksymalny zysk w pierwszym kwartale. Maksymalny zysk chcemy uzyskaé, zmieniajac

wydatki na reklam¢. W tym celu:

e W menu Narzedzia wybierz polecenie Solver. W polu Komorka celu wpisz B10 lub
zaznacz w arkuszu komorke B10 (zysk w pierwszym kwartale). Wybierz opcj¢ Maks.
W polu Komérki zmieniane wpisz B8 lub zaznacz w arkuszu komorke B8 (reklama w
pierwszym kwartale). Kliknij przycisk Rozwigz.

Na pasku stanu pojawia si¢ komunikaty o przygotowaniu problemu i rozpoczgciu
rozwiazywania. Po chwili pojawi si¢ komunikat, ze Solver znalazt rozwiazanie. Solver
wskaze, ze naklady na reklamg¢ w pierwszym kwartale rowne 27 224 daja maksymalny zysk
21224 zt.

2 Przypominamy, ze znak ,$” jest uzywany w Excel’'u do tzw. adresowania bezwzglednego komorek.
W rozpatrywanym przyktadzie nie ma to wigkszego znaczenia.
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e Po zapoznaniu si¢ z wynikami wybierz przycisk Przywré¢ pierwotne wartosci i kliknij
przycisk OK, aby odrzuci¢ wyniki i przywroci¢ pierwotng warto$¢ komorki BS.

Resetowanie opcji Solvera

Jesli chcemy przywréci¢ opcjom okna dialogowego Solver - Parametry ich
pierwotne ustawienia, aby rozpocza¢ rozwiazywanie nowego problemu, kliknij przycisk
Przywro6¢ wszystko (Rysunek 8.3.2).

Wyszukiwanie warto$ci przez zmiane kilku wartos$ci

Mozemy takze uzy¢ Solvera do wyszukania kilku warto$ci rownoczes$nie (zmiennych
decyzyjnych) w celu zmaksymalizowania lub zminimalizowania innej wartosci (funkcji celu).
Na przyklad mozna znalez¢ budzet na reklamg¢ w kazdym kwartale tak, aby uzyskaé
najwigksze zyski w catym roku. Poniewaz czynnik sezonowo$ci w wierszu 2 wchodzi do
obliczen sprzedazy w wierszu 3 jako mnoznik, wydaje si¢ logiczne, ze nalezy przeznaczy¢
wigkszy budzet na reklam¢ w 4. kwartale, gdy wplyw na sprzedaz jest najwigkszy, a mniej w
3. kwartale, gdy wptyw jest najmniejszy.

Solver moze stuzy¢ do okreslenia najlepszego sposobu podziatu naktadow na kwartaly.

W tym celu:

e W menu Narzedzia kliknij polecenie Solver. W polu Komérka celu wpisz F10 lub
zaznacz komorke F10 (catkowity zysk w roku). Upewnij sig, Ze jest wybrana opcja Maks.
W polu Komorki zmieniane wpisz B8:E8 lub zaznacz komorki B8:E8 (budzet na reklamg
w kazdym kwartale). Kliknij przycisk Rozwigz (Rysunek 8.3.2).

e Po zapoznaniu si¢ z wynikami wybierz przycisk Przywré¢ pierwotne wartosci i kliknij
przycisk OK, aby odrzuci¢ wyniki i przywrécic¢ pierwotne wartosci komorek.

Solver - Parametry 7| %
komdrka celu: % | Rozwiaz I
Rdwna: i S [t

DWI'ia & Maks O Mo Warkosc: I S I
~Komarki zmigniane:
|sE$8:$E58 %] odgadnii |
“Warunki ograniczajace: Ciprie I
-] pods |
Zmier |
Prawirac wszystko I
j Ll=ur |
Paroc I

Rysunek 8.3.2 Okno Parametry Solvera definiujqce zadanie maksymalizacji zysku przy nieogramniczonych
wydatkach na reklame

SformutowaliSmy wtasnie umiarkowanie skomplikowany problem optymalizacyjny;
polegajacy na znalezieniu warto$ci czterech nieznanych komorek od B8 do ES8, ktore
maksymalizuja zyski (jest to problem nieliniowy, z powodu pierwiastkowania wystgpujacego
w formutach wiersza 3).

Zadanie optymalizacji dotyczace rozwazanego problemu ma postac:
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znalez¢ takie warto$ci wydatkow na reklame R;, aby
4

(8.3.2) >735-ws, /R, +1000 - (C — KP)~ W, — R, — max
t=1

przy ograniczeniach:
(8.3.3) R 20, t=14

Biorac pod uwagg wartosci ws, W, R, C oraz KP z Rysunku 8.3.1 otrzymamy nastgpujaca
posta¢ funkcji celu:

336-4/R, +1000 +420- /R, +1000 +294- /R, +1000 +462-,/R, +1000 +
Wyniki tej optymalizacji (bez ograniczen na wydatki reklamowe) pokazuja, ze mozna
zwigkszy¢ zyski roczne do 105 091 zi, jesli na reklame zostanie przeznaczone 70 811 zt w
ciagu catego roku (Rysunek 8.3.3).

Jednak w bardziej realistycznych problemach modelowania wystgpuja czynniki
ograniczajace, ktore odnosza si¢ do pewnych wartosci. Ograniczenia te mozna stosowac do
komoérki docelowej oraz komodrek zmienianych, albo dowolnych wartosci powiazanych
z formutami w tych komorkach.

(8.3.4)

X MicrosoftExcel-mopg ___________________________________________ MAEE
I ”ﬁ Plit. Edycia ‘widok ‘Wstaw Format Mareedziz Dane Ckno  Pomoc =17 =]
DR SRy tead o - e€®=s4ined D
[ arial ce -0 - BrUEE=EEIT %, B8 L-hA-
| — —
A B C ] E F m
N Miegice Ew l | Ew II | Ew I | Ew iV | Razem | |
i 2 Wskainik sezonowodci (ws)) 0,8 1,0 0,7 1,1
3 | Sprzedane jednostld (S=35*ws WRHIOONMS [ 3 294 5 288 2 466 G442 | 17492
| il Przychad ze sprzedasy wad (F=5%C 98 B34 | 158 679 73988 | 193 254 524 75T
s Koszt zakupu (KE=5*KF) 9301 | 95207 | 44 393 (115953 | 314 &34
‘1B M atza brutto (M=F-EZ" 39534 | 63472 | 29595 | 77302 | 209 903
il B Wydatld shaghawe () & 0oa & 000 R 9000 | 34 000
. g Reldama (R) 12 844 | 21 838 9133 [ 26 996 | 70811
=) Koszt catkowity (EU=H+R) 20844 | 29838 | 18133 | 35996 | 104 511
I 10 Zyskz produlddw w2 (Z=M-KT7) 18 690 [ 33633 | 11462 | 41 306 | 105 091
11
12 Cena produltgu (0] 30 2
13 Koszt produktu (7)Y 18 = =
[T [« [» ¥l Funkcie finansowe & Raky 4 miary rvevka % Solver i Szukai wrﬁikul 1 | . . | L”J
Gotowy | | ) =l N

Rysunek 8.3.3  Optymalne naklady na reklame (komorki B8:E8) maksymalizujqce zyski (komorka F10)

Dodawanie ograniczeh

Poniewaz nigdy nie ma pewnosci, ze model odpowiedzi rynkowej na reklame bedzie
odpowiedni w nastgpnym roku (zwlaszcza przy znacznie zwigkszonych poziomach
wydatkoéw), nie wydaje si¢ rozwazne inwestowanie w reklame bez ograniczen.
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Przypusémy, ze chcemy zachowac pierwotne naktady na reklam¢ w wysokosci 40 000 zt.
Dodamy ograniczenia do problemu, nasumg¢ naktadéw na reklame¢ w czterech kwartatach (do
40 000 zt).

Zadanie optymalizacji dotyczace tego z kolei problemu ma posta¢ podobna jak (8.3.2)-(8.3.3),
przy czym dodajemy ograniczenie na wielkos$¢ catkowitych wydatkow reklamowych w ciagu
roku (nierownos¢ (8.3.6)):

znalez¢ takie warto$ci wydatkéw na reklame R,, aby

336-4/R, +1000 +420-,/R, +1000 +294- /R, +1000 +462 -,/ R, +1000 +

(8.3.5)

przy ograniczeniach:

4
(8.3.6) D" R, 40000

t=l1

(8.3.7) R >0, t=14

W celu rozwiazania tego problemu w Excel’u :

e W menu Narzedzia kliknij polecenie Solver, a nastgpnie kliknij przycisk Dodaj. Pojawi
si¢ okno dialogowe Dodaj warunek ograniczajacy (Rysunek 8.3.4). W polu Adres
komorki wpisz F8 lub zaznacz komoérke F8 (catkowite nakltady na reklamg). Komorka F8
musi by¢ mniejsza lub rowna 40 000 zi. Domy$lna relacja w polu Ograniczenia jest <=
(mniejsze lub réwne) i nie trzeba jej zmienia¢. W polu obok relacji wpisz 40000. Kliknij
przycisk OK, a nastgpnie Rozwigz.

e Po zapoznaniu si¢ z wynikami wybierz Przywro6¢ pierwotne wartosci 1 kliknij przycisk
OK, aby odrzuci¢ wyniki i przywrdcic¢ pierwotne warto$ci komorek.

Dodaj warunek ograniczajgcy

Adres komorki: W arunek. ograniczajacy:

[4F4a %] [«= ] [+0000] |
Ok I anuluj | Dodaj I Pomoc |

Rysunek 8.3.4 Wprowadzenie ograniczenia na wydatki reklamowe

Calkowity zysk wzrost z 84 580 zt w pierwotnym budzecie zaktadajacym naktady na reklame
w wysokosci po 10 000 zt/kwartal (Rysunek 8.3.1) do 87 009 zt bez wzrostu catkowitych
naktadow na reklame (Rysunek 8.3.5).

Zmiana ograniczen

Uzywajac dodatku Solver programu Microsoft Excel mozna eksperymentowac
z réznymi parametrami, aby znalez¢ najlepsze rozwiazanie. Na przyktad mozna zmienié
ograniczenie, aby zobaczy¢, czy wyniki beda lepsze, czy gorsze niz wcze$nie;.
W przyktadowym arkuszu mozna sprobowac¢ zmieni¢ ograniczenie naktadow na reklame do
50 000, aby zobaczy¢, jak wptywa to na catkowite zyski.
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il > Microsoft Excel - mopg
“ﬁ Plik. Edvcija MWidok Wstaw Format Marzedzia Dane OCkno Pomoc =181 x|
DE2E RY sB2RC - - A® = AHE DS D
“TimesNeanmanCE ~11 =~ | B I g|§’§§ ‘E% 9 fﬁ%;'{“ﬁv@lv&- e
F10 | =| =SUMA(B10:E10)
A, B (5 ] E F -
1 Misgiqe Ew I | Bw I | Bw II | Kw IV| Razem ||
il 2 Wkainik sezonowodci (ws)) 0a 1,0 07 1,1
| 3 | Spizedane jednosthd (5= s W RAIOOMASY [ 2 571 4 017 1968 4 a1 13417
|2 Froychad ze spreedaty w zt (P=5%00) 77130 | 120 515 | 59 053 | 145 824 | 402 521 |
|5 Koszt zakupu (KZ=5*EF) 46 778 | 72309 | 315432 | 87494 | 241 513 |
G Marza brutto (M=F.KZ) 30852 | 48206 | 23621 | 58329 | 161 009 |
7 Wirdatld shazhowe (7)) & 0on & 000 900 2000 | 34000
g Reldama (R TF431 | 12174 | 5455 | 14 340 | 40000
. Koszt catkowity (KC=H+R) 15431 | 20174 | 14455 | 23340 | 74 000
10 Zysk z produlktdw w oz (ZF=M-ET) 154421 | 25033 | 9166 | 34 389 | 87009
11
[f 12 Cena produktu (<] 30 2
13 Koszt produldu (2P 18 = | -
A 4 le [pllf Raty £ miary rvevka ' Solver i Szukaj wyniku / : |4 : : | L”_‘
| Gotowy |1 [ ) I |

Rysunek 8.3.5 Optymalne nakiady na reklame (komorki B8:ES) maksymalizujqce zyski (komorka F10) przy
ograniczeniu na roczne wydatki reklamowe do 40 000 zt (komorka F8)

Zadanie optymalizacji dotyczace tego problemu ma postaé¢ podobna jak (8.3.5)-(8.3.7), z tym,
ze zmieniamy warto$¢ catkowitych wydatkow reklamowych w ciagu roku:

336-4/R, +1000 +420-,/R, +1000 +294- /R, +1000 +462 -,/ R, +1000 +

przy ograniczeniach:

4
(8.3.9) >R, 50000

t=1

(8.3.8)

(8.3.10) R 20, t=14
W celu dokonania tej modyfikacji w Excel’u :

e W menu Narzedzia kliknij polecenie Solver. Ograniczenie $F$8<=40000 powinno by¢
juz zaznaczone w polu Warunki ograniczajace. Kliknij przycisk Zmien. W polu
Warunek zmien 40000 na 50000. Kliknij przycisk OK, a nastgpnie kliknij przyciski OK
1 Rozwiaz. Kliknij przycisk Zatrzymaj rozwigzanie 1 OK, aby zatrzyma¢ wyniki
wyswietlane w arkuszu.

Solver znajduje optymalne rozwiazanie dajace catkowity zysk 94 369 zi. Oznacza to wzrost
0 7 360 w poréwnaniu do ostatniego wyniku 87 009 zt.
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Zapisywanie modelu problemu

Gdy klikniemy polecenie Zapisz w menu Plik ostatnie dokonane w oknie dialogowym
Solver - Parametry wybory zostana przylaczone do arkusza i zachowane przy jego
zapisywaniu. Mozna jednak zdefiniowa¢ wigcej niz jeden problem dla arkusza, zapisujac je
oddzielnie = za  pomoca przycisku Zapisz model w oknie dialogowym
Solver - Opcje. Kazdy model sktada si¢ z komorek i zmiennych, ktore zostaty wprowadzone
w oknie dialogowym Solver - Parametry.

Uwagi koncowe

Nalezy doda¢, ze dodatek Solver moze by¢ wykorzystany do rozwiazywania zarowno
zadan liniowych, jak i nieliniowych oraz ciagtych i dyskretnych. Rodzaj funkcji (liniowa,
nieliniowa) jest rozpoznawany przez Excel’a i automatycznie dobierana jest odpowiednia
metoda rozwiazania. Natomiast warunki, co do typu zmiennych decyzyjnych ustala
uzytkownik poprzez wprowadzenie ich w oknie dialogowym Dodaj warunek ograniczajacy
(Rysunek 8.3.4). Mianowicie w oknie tym znajduje si¢ lista rozwijana (na Rysunku 8.3.4 jest
tam wys$wietlony aktualnie znak ,,<="), na ktorej znajduja si¢ nast¢pujace elementy: ,,<=",
»="y =", ,int”,  bin”. Wybranie ,,int” oznacza, ze zmienna decyzyjna, ktorej adres komorki
wpisano w polu Adres komoérki bedzie miata wartosci catkowitoliczbowe, a wybranie ,,bin”
oznacza, ze zmienna decyzyjna, ktorej adres komorki wpisano w polu Adres komorki bedzie
miata warto$ci binarne.
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