EKONOMETRIA dr inz. Zbigniew Tarapata
Temat nr 1a: Modelowanie problemoéw decyzyjnych, c.d.

OPTYMALIZACJA DYSKRETNA

Zagadnienia decyzyjne, w ktorych chociaz jedna zmienna
decyzyjna przyjmuje wartosci dyskretne (calkowitoliczbowe),
nazywamy dyskretnymi zagadnieniami decyzyjnymi.

Model matematyczny opisujacy ta sytuacj¢ nazywamy
dyskretnym zadaniem decyzyjnym (DZD). Zajmiemy si¢ jedynie
takimi zagadnieniami dyskretnymi, w ktorych relacje zachodzgce
mig¢dzy poszczegolnymi wielkoSciami sg liniowe. Formulowane
zadania be¢da zatem zadaniami programowania dyskretnego,
liniowego (PDL).

Wsrod zadan programowania dyskretnego, liniowego
wyroznia si¢ trzy ich typy:

e zadania programowania calkowitoliczbowego liniowego (PCL)
— gdzie wszystkie zmienne sg liczbami calkowitymi,

e zadania programowania binarnego liniowego (PBL) — gdzie
wszystkie zmienne s3 liczbami binarnymi (tzn. 0 lub 1),

e zadania programowania mieszanego liniowego (PML) — gdzie
cze¢s¢ zmiennych to zmienne ciggle, cz¢S¢ — zmienne calkowite, a
cz¢S¢ — zmienne binarne.
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Przvklad zadania PCL (planowanie produkciji i transportu)

Projektowana jest budowa od jednej do 4 nowych piekarni
majqcych zaopatrywacé w pieczywo 5 miejscowosci: A, B, C, D i E.
Piekarnie moina wybudowaé w miejscowosciach A, B, C i E.
Dzienne zdolnosci wytworcze Z; piekarni (w liczbach bochenkow
chleba), popyt P; na pieczywo (w liczbach bochenkow chleba)
z czterech miejscowosci oraz oszacowane przyszle jednostkowe
koszty produkcji k; i przewozu pieczywa c;; (w zt za jeden bochenek
chleba) podano w Tabeli 3.1. Oszacowano rownie;, Ze koszty

wybudowania kaZdej 7 piekarni sq jednakowe.

Tabela 3.1
Cij A B C D E Zi ki
A 0 0,4 0,6 0,8 0,7 3000 8,7
B 1 0 1,2 0,9 0,6 2800 6,5
C 0,5 0,5 0 0,8 0,4 2700 7,9
E 1 1,2 0,4 0,5 0 3500 91
P; 1000 | 2000 | 1500 | 1600 | 1400 - -

Zaproponowac wielkos¢ rocznej produkcji kazdego 7 zakladow

oraz plan transportu pieczywa, dzieki ktorym catkowite koszty

produkcji i transportu bedq mozliwie najnizsze.
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Rozwiazanie:

Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

M - liczba piekarni;
N - liczba miejscowosci dostarczania pieczywa;
yij - wielko$¢ produkcji i-tej piekarni przeznaczona dla j-tej

miejscowosci, I = LM , J = LN,
Pozostale oznaczenia jak w tresci zadania.

Funkcja celu bedzie miala postac:

M N M N .
3.1 2.2V +leki Z:,J’U it
i= j=

i=1 j=1
przy ograniczeniach:

N
(3.2) Zly, <Z,  i=l,
=

M
(3.3) ;yz-jZPJ-, j=1

(3.4) y; 20, i=1LM, j=1,
(3.5 y; —calkowitoliczbowe, i = L—M, j= LN

Zadanie (3.1) — (3.5) jest zadaniem programowania
calkowitoliczbowego, liniowego (PCL). Funkcja celu (3.1)
postuluje minimalizacje lacznych kosztow transportu (pierwszy
skladnik) i produkcji (drugi skladnik). Warunek (3.2) zapewnia,
ze wielkos¢ produkcji kazdej z piekarn nie bedzie wigksza anizeli
jej zdolnosci wytworcze. Spelnienie warunku (3.3) zapewnia, ze
wielko$¢ produkcji kazdej z piekarn nie bedzie mniejsza anizeli
lokalne zapotrzebowanie. Warunek (3.4) wymusza, nieujemnos¢
wielkosci produkcji, a (3.5) — jej calkowitoliczbowo$¢ (nie mozna
przeciez produkowac % bulki lub 10 % chleba).
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Dla naszego zadania mamy:

o M=4,

N=5;

Z;- przedostatnia kolumna tabeli 3.1;
k; - ostatnia kolumna tabeli 3.1;

P; - ostatni wiersz tabeli 3.1;

¢« Y = [y; ]szv - macierz optymalnych wielkoSci produkcji
i przewozu z poszczegolnych piekarni do miejscowosci.

Po podstawieniu danych do zadania i rozwigzaniu go otrzymamy:

1000 0 0 126 0

. | 0 2000 0 800 0
(3.6) 0 0 1500 674 526
O 0 0 0 874

Plan przewozu pieczywa zawiera macierz y*. Wynika z niej, ze
wielkos¢ produkcji poszczegolnych piekarni jest nastgpujaca:
e dla piekarni w miejscowosci A: 1000+126=1126;
e dla piekarni w miejscowosci B: 2000+800=2800;
e dla piekarni w miejscowosci C: 1500+674+526=2700;

e dla piekarni w miejscowosci E: 874.

Zapewni to nam minimalny koszt produkcji i transportu w
wysokosci 58850 zl, tzn.:

58850 =
=1000-0+126-0.8+2000-0+800-0.9+1500-0+674-0.8 +
+526-0.4+874-0+8.7-1126+6.5-2800+7.9-2700+9.1-874
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Przyklad zadania PBL (zagadnienie optymalnego przydzialu)

Na wydziale obrobki mamy cztery maszyny (M1, M2, M3, M4)
i czterech obstugujqcych je robotnikow (R1, R2, R3, R4). Znamy
wydajnos¢ kaZdego robotnika na poszczegolnych stanowiskach.
Wydajnos¢ tq okresla liczba detali, ktore dany robotnik moZe

wykonac¢ na danej maszynie w ciqgu jednej godziny. Przedstawiono

ja w tabeli 3.2.

Tabela 3.2
M1 6 7 8 4
M2 12 6 9 8
M3 10 5 9 7
M4 13 11 7 9

Nalezy ustali¢ taki przydzial robotnikow do poszczegolnych

stanowisk, aby lqczna wydajnosé calego zespotu byta maksymalna.

UWAGA!
Zagadnienie to mozna latwo uogolni¢ i okresli¢ nast¢pujacy
problem decyzyjny:

Mamy m stanowisk i n pracownikow. Znamy macierz

wydajnosci W= [W,,J

mxn 9

gdzie w; jest wydajnoScia j-tego
pracownika na i-tym stanowisku.

Nalezy ustali¢ taki przydzial pracownikow do stanowisk

pracy, aby laczna wydajnos¢ calego zespolu byla maksymalna.
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Rozwiazanie:

Wprowadzmy nastepujace zmienne decyzyjne:

B {1, jezeli j - ty pracownik zostal przydzielony do i —tego stanowiska

X..
710, w przeciwnym przypadku

Problem optymalnego przydzialu mozemy sformulowaé w
postaci nastgpujacego liniowego zadania decyzyjnego:

znalez¢ takie wartosci zmiennych x;;, aby:

(3.7) Z Z w; X, —> max,

i=1 j=1

przy warunkach:

(3.8) inj S (i=1,2,...,m)’
j=1
(3.9) inj =1 (j=1,2,...,n)
i=1
(3.10) x; €{0,1} (i =12,....m;j= 1,2,...,n)
Zadanie (3.7) - (3.10) jest zadaniem programowania

binarnego, liniowego (PBL). Funkcja celu (3.7) postuluje
maksymalizacje¢ lacznej wydajnosci calego zespolu. Warunek (3.8)
zapewnia, ze kazde stanowisko zostanie obsadzone przez jednego
pracownika. Natomiast warunek (3.9) wymusza, aby kazdy
pracownik zostal przydzielony do jednego tylko stanowiska.

Sformulowane zadanie optymalnego przydzialu, mimo ze
jest klasycznym problemem programowania dyskretnego, moze
by¢ rozwigzywane metodami programowania liniowego

(metodg simpleks lub innymi metodami).
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Dzieje si¢ tak dlatego, ze macierz wspolczynnikow tego zadania
jest tzw. macierzq unimodularneg, czyli taka, ze Kkazdy jej
podwyznacznik stopnia m-tego jest rowny —I, 0 lub I, a wektor
wyrazow_wolnych jest calkowitoliczbowy. Dowodzi si¢, ze w tej
sytuacji kazde rozwigzanie bazowe (a wigc rowniez rozwiazanie
optymalne), bedace przeciez wierzcholkiem zbioru ograniczen,
bedzie spelnialo warunek catkowitoliczbowosci.

Wyznaczenie dopuszczalnego rozwigzania zadania (3.7) —
(3.10), a tym samym zagadnienia optymalnego przydzialu, jest
stosunkowo proste. Bedzie nim

kazda macierz o wymiarach m x n, skladajaca si¢ z zer
i jedynek, w ktorej w kazdym wierszu i kazdej kolumnie jest
dokladnie jedna jedynka.

W przykladzie 3.2 bedzie to np. macierz:

_ o O O
S = O O

oS O = O
oS O O =

Dla rozwigzania okreslonego macierza X laczna wydajnos¢
zespolu wynosi 38, tzn. 38=8-1+12-1+11-1+7-1,

METODA PODZIALU I OGRANICZEN

Do rozwigzywania dyskretnych zadan decyzyjnych stosuje
si¢ tzw. metod¢ podzialu i ograniczen.

Idea metody polega na tym, ze tzw. przeglad zupelny (peiny)
zbioru ograniczen D zast¢pujemy przegladem ukierunkowanym.
Pozwala to oceni¢ posrednio pewne podzbiory rozwigzan
i ewentualnie je odrzuci¢ lub czasowo pominaé, bez utraty
rozwigzania optymalnego, co znacznie przyspiesza uzyskanie
rozwigzania.
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