Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 2: Postacie zadan programowania liniowego, graficzna metoda rozwiazywania zadan PL

POSTACIE ZADAN PROGRAMOWANIA LINIOWEGO

Zadanie decyzyjne, w ktorym wszystkie relacje sa liniowe
oraz wszystkie zmienne s3 ciagle, nazywamy zadaniem
programowania liniowego (PL).

Ogolna posta¢ zadania PL jest nastepujaca:

Zn:cjxj — max (min), (2.1)
j=1

Zlal.jxj <b, (i=1,2,...,m) (2.2)
=

Z;al.jijbl. (i:m+1,...,p) (2.3)
=

Zal.jxj = b, (i=p+1,...,r) (2.4)
j=1

x, 20 (j=12,...,n,) (2.5)
gdzie n, =n.

Kazdy wektor zmiennych decyzyjnych XZ(XI,Xz,---,Xn)
spelniajacych warunki ograniczajace (2.2) — (2.5) nazywamy
rozwiazaniem __ dopuszczalnym zadania PL. Rozwigzanie
dopuszczalne, dla ktorego funkcja celu (2.1) osiaga maksimum
(minimum), nazywamy rozwigzaniem optymalnym.

Parametrami w tym zadaniu s3 ¢, b; oraz aq;
(i=12,...,r;j=12,...,n). Parametr ¢j nazywamy j-ta waga
funkcji celu, parametr b;- i-tym wyrazem wolnym, a parametr a;; —
wspolczynnikiem macierzy ograniczen stojacym w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie.
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POSTACIE ZADAN PROGRAMOWANIA LINIOWEGO, c.d.

Zadaniem PL o postaci standardowe] nazywamy zadanie,
w ktorym wszystkie ograniczenia s3 nierownosciami typu < dla
zadan na maksimum badz nieréwnosciami typu > dla zadan na
minimum oraz wszystkie zmienne musza by¢ nieujemne.

Zadaniem PL o postaci kanonicznej nazywamy zadanie, w
ktorym wszystkie warunki ograniczajace sq rownaniami oraz na
wszystkie zmienne nalozone s3 warunki dotyczace ich
nieujemnosci.

Zadaniami PL o postaci standardowej sgq wiec:
n n
chxj — max, chxj — min,
j=1 J=1

Zn:al.jijbl. (i=1,2,...,m) Zn:al.ij.Zbl. (i=1,2,...,m)
j=1 j=1

¥, 20 (j=12,..,n). X, 20(j=12,...,n).  (2.6)

5

UWAGA'!

Nierownos¢ < dla zadania na maksimum oraz nierownos¢ >
dla zadania na minimum nazywamy nierownosciami typowymi, a
samo zadanie bedziemy oznaczali: PL.(max) lub PL(min).
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DUALNOSC, REGULY TWORZENIA ZADANIA DUALNEGO

Z. kazdym zadaniem PL (zwanym pierwotnym lub
prymalnym) sprz¢zone jest pewne inne zadanie PL zwane
zadaniem dualnym (ZD).

Jezeli zadaniem pierwotnym (ZP) jest zadanie:

( n
chxj — max,
j=1

(2.7)
x,20 (j=12,...,n)
to zadaniem dualnym (ZD) bedzie zadanie:
Zbl. ¥, — min,
i=l1
S Z%J’i 2 ¢ (] =12, ,n),
= (2.8)
y,20 (i=12,...,m)

Z relacji zachodzgcych mig¢dzy zadaniem pierwotnym a zadaniem
dualnym wynika, ze:

1. w zadaniu dualnym jest tyle zmiennych, ile nieréownosci w zadaniu
pierwotnym (kazdemu warunkowi ZP odpowiada jedna zmienna ZD),

2. w zadaniu dualnym jest tyle warunkow, ile zmiennych w zadaniu
pierwotnym,

3. wagi funkcji celu zadania pierwotnego s3 wyrazami wolnymi
w zadaniu dualnym,

4. wyrazy wolne zadanie pierwotnego s3 wagami funkcji celu
w zadaniu dualnym,

5. macierz wspolczynnikow zadania dualnego jest transpozycja macierzy
wspolczynnikow zadania pierwotnego,

6. jezeli zadanie jest na maksimum, to dualne jest na minimum
i odwrotnie.
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REGULY TWORZENIA ZADANIA DUALNEGO, c.d.

W przypadku ogolnym stosujemy ponadto nastepujace,
dodatkowe reguly tworzenia zadania dualnego:

1. jezeli w ZP i-ty warunek jest rownoscia, to odpowiadajaca mu
Zmienna y; nie ma ograniczen,

2. jezeli w ZP i-ty warunek jest nietypowq nierownoscia, to w ZD
zmienna y;< 0,

3. jezeli w ZP na zmienna x; nie nalozono ograniczen, to j-ty
warunek ZD jest rownoscia,

4. jezeli w ZP zmienna x; < 0, to w ZD j-ty warunek jest nietypowg
nierownoscia.

Mamy nast¢pujace zadanie pierwotne o postaci standardowej:

2xl +3 X, + X, — min, zmienne dualne:
4x, —6x, +5x, 2 4, Vi,
< (zZP)
X, +2x, +4x;, 27, V2
X, X,y,%; 20,

W zadaniu dualnym b¢da oczywiscie dwie zmienne y;, y,, gdyz
w ZP wyst¢puja dwa ograniczenia (co zaznaczono przy ZP),
a samo zadanie dualne do rozwazanego zadania ZP ma postac:

4y, +7y, = max,

4y, +y, <2,
-6y, +2y, <3,
S5y, +4y, <1, (ZD)

Vi,¥, 20.
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REGULY TWORZENIA ZADANIA DUALNEGO, c.d.2

Nalezy utworzy¢ zadanie dualne do nast¢pujacego zadania
pierwotnego:

6x, +8x, = max, zmienne dualne:
4x, +6x, <10, yi2 0,
3x, +x, =4, & (ZP) ¥, — dowolne,
2x,+2x, 22, y3< 0.

x, —dowolne, x, > 0,

Zadanie dualne bedzie mialo trzy zmienne (bo w ZP wystepuja
trzy ograniczenia) i (bo w ZP

wystepuja ):
10y, +4y, + 2y, — min,
4y +3y,+2y; =6,
6y, + ¥, +2y; 238, (ZD)
¥, 20, y, —dowolne, y, <0.

42



Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 2: Postacie zadan programowania liniowego, graficzna metoda rozwiazywania zadan PL

TWIERDZENIA O DUALNOSCI

TWIERDZENIE 1 (o istnieniu)

Jezeli ZP i ZD majg rozwigzania dopuszczalne, to obydwa
maja rozwigzania optymalne. Jezeli natomiast chociaz jedno z
nich nie ma rozwigzania dopuszczalnego, to obydwa nie majg
rozwigzan optymalnych.

TWIERDZENIE 2

Jezeli X,,X,,....X, jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania

pierwotnego (prymalnego), a )Y,,V,,---»), - rozwigzaniem

dopuszczalnym zadania dualnego, to miedzy wartosciami
funkcji celu zachodzi nierownos¢:

Z;cjxj = lebl.yi . (2.9)
i P

Dla rozwigzan dopuszczalnych warto$¢ funkcji celu ZP nie
moze by¢ wigksza od wartosci funkcji celu ZD.

TWIERDZENIE 3 (o optymalnosci)

Jezeli istnieja dwa takie rozwigzania dopuszczalne X1,X2,...,Xx

(ZP)i V1> V5>V (ZD), ze:

n _ m _
2% =2 by,
j=1 i=1

to obydwa rozwigzania sa rozwiazaniami optymalnymi.
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TWIERDZENIA O DUALNOSCI, c.d.

TWIERDZENIE 4 (o rownowadze)
Jezeli X,,X,,...,X, jest rozwigzaniem dopuszczalnym ZP

oraz V,),,---»), jest rozwigzaniem dopuszczalnym ZD, to
aby te rozwigzania byly rozwigzaniami optymalnymi
wystarcza, ze spelnione sa nast¢pujace warunki:

]Zn:‘al.jxj<bl.:>yi =0, (2.10)
gaijyi>cj:>xi=0, (2.11)
Y, >O:>jzn1:al.].xj =b,, (2.12)
X; >0:>iaijyl. =c, (2.13)

i=1

Twierdzenie o rownowadze wykorzystujemy do sprawdzania
optymalnosci znanego rozwiazania dopuszczalnego

lub do znajdowania rozwigzania optymalnego dla przypadku
szczeglOlnego, gdy zadanie PL ma tylko dwa warunki

ograniczajace.
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INTERPRETACJA EKONOMICZNA ZADANIA DUALNEGO

Przypomnijmy, ze zadanie pierwotne (2.7) opisuje problem
maksymalizacji przychodu osiaganego z produkcji » wyrobow.
Zuzycie sSrodkow produkcji nie moze przekroczy¢ zasobow, jakimi
dysponujemy. Waga ¢; oznacza ceng j-tego wyrobu, wspolczynnik
a; — wielko$¢ zuzycia i-tego Srodka na produkeje¢ jednostki j-tego
wyrobu, wyraz wolny b; — zasob i-tego Srodka produkcji, a
zmienna x; — wielko$¢ produkcji j-tego wyrobu.

Aby nierownosci w zadaniu (2.8) mialy sens, zmienng y;
interpretujemy jako ceng i-tego Srodka. Zalézmy, ze konkurent
chce naby¢ od producenta srodki produkcji.

Jaka ich cen¢ powinien zaoferowac?
Z. pewnoscia chcialby odkupi¢ srodki produkcji najtaniej. Proponuje wiec,

m
aby suma Zb Vi, czyli wartos¢ funkcji celu zadania dualnego (!!!), byla
i=1

minimalna. Konkurent musi si¢ liczy¢ z faktem, ze jezeli zaoferuje
producentowi zbyt niskg ceng, to ten posiadanych Srodkow nie sprzeda.
Cena za niska to taka, kiedy przychod ze sprzedazy tych srodkow bylby
nizszy od przychodu, jaki producent moze uzyska¢ Kierujac je do
produkcji.

Gdyby producent sprzedal srodki niezb¢edne do produkcji jednostki j-tego

n
produktu po cenach y; (i=12,...,m) , to dostalby sume Zaijyi .
j=1

da,y,zc, (j=12,...n) 2.14)
i=1

Warunek (2.14) stanowi ograniczenie zadania dualnego (!!!).

Zadanie dualne jest wiec zadaniem, jakie powinien rozwigzac
konkurent pragnacy naby¢ srodki produkcji od producenta, jezeli
chcialby dziala¢ racjonalnie i liczy na racjonalne zachowanie
producenta.
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INTERPRETACJA EKONOMICZNA ZADANIA DUALNEGQO, c.d.

Jak wynika z twierdzenia 3, optymalna wartos¢ zmiennej y;
okresla nam, o ile wzrosnie (zmniejszy si¢) przychod, jezeli
zwiekszymy (zmniejszymy) zaséb _i-tego Srodka produkcji
o_jednostke. Ten wniosek jest prawdziwy, jezeli zmiany mieszczg
si¢ w dopuszczalnych granicach i dotyczg tylko jednego Srodka.

Zmienna dualna y; okresla, zgodnie z neoklasyczna teoria

ekonomii, krancowa produktywnos¢ jednostki i-tego Srodka.

Jezeli produktywnos¢ i-tego sSrodka wyznaczona przez optymalne
yi; wynosi 10 PLN, a cena, po jakiej nabywa producent i-ty Srodek,
c; = 8 PLN, to oplaci si¢ zwiekszy¢ zasob i-tego srodka o taka ilos¢,
az nastapi zrownanie wartosci y; z wartoscia c; (czyli o 2 PLN).
Jezeli natomiast ¢; wynosi 12 PLN i po tej cenie mozna sprzedac
jednostke i-tego srodka, to przy y; rownej 10 PLN nalezy
zmniejszy¢ zasob i-tego Srodka (o 2 PLN), gdyz wigcej zyskamy
przeznaczajgc jednostke¢ i-tego Srodka na sprzedaz niz do
produkcji.

Dosy¢ oczywistg interpretacj¢e ekonomiczng maja w tej sytuacji
warunki (2.10) — (2.13) twierdzenia o rOwnowadze:

1. jezeli zuzycie i-tego Srodka produkcji jest mniejsze od
posiadanego zasobu, to wycena (krancowa produktywnosc)
jednostki i-tego Srodka jest zerowa,

2. jezeli warto$¢ srodkow zuzytych na wytworzenie jednostki
j-tego produktu jest wigksza od jego ceny, to produkcja tego
wyrobu jest zerowa,

3. jezeli wycena i-tego Ssrodka jest dodatnia, to zuzycie Srodka
musi by¢ rowne jego zasobowi,

4. jezeli produkcja j-tego wyrobu jest dodatnia, to wartos¢
srodkow zuzytych na jednostke j-tego produktu jest rowna jego
cenie.
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GRAFICZNA METODA ROZWIAZYWANIA ZADAN PL

Wezmy nastepujace zadanie (strona 25, wyklad nr 1).

£(x)=30x, +40x, - max

przy ograniczeniach:

r

16x, +24x, <96
16x, +10x, <80
(xl,xz): 0<x <3
D = 0<x,<4 >
2

X =54

3

X,%X, 2=0

W celu rozwigzania zadania metoda graficzna nalezy postgpowacé
wedlug nastepujacej procedury:

1.

28

narysowa¢ w ukladzie wspolrzednych zbior ograniczen (zbior
rozwigzan dopuszczalnych) (Rys.2.1),

wyznaczy¢ wektor gradientu V/ (X) funkcji celu (kryterium),
(Rys.2.1, 2.2)

. naszkicowaé prosta prostopadla do wektora gradientu V/ (X),

(Rys.2.2);

. przesuwajac prosta prostopadla z punktu 3 w Kierunku

zgodnym z kierunkiem wektora gradientu, znalez¢ punkt (lub
odcinek) podparcia zbioru rozwiazan dopuszczalnych przez
prosta. Punkt ten (lub odcinek) jest rozwigzaniem zadania.
W przypadku, gdy funkcja celu jest minimalizowana, nalezy
kierowa¢ si¢ w Kierunku przeciwnym do Kkierunku wektora
gradientu.
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GRAFICZNA METODA ROZWIAZYWANIA ZADAN PL, c.d.

1? X,
E* -
X=
6 x,=0.66X,
X,=4
Vf
X4 v
2 v
/
/ X,
2 4 \6-_8 10
| 16%,424x,=96
4 16x,+10x,=80

— wskazuje kierunek polplaszczyzny, ktora generuje prosta

zbidr ograniczen (rozwiazan dopuszczalnych)

Rys. 2.1

Gradient V/ (x) funkcji celu jest
rowny Vf (X) = (30,40) (poniewaz

dzielac obie wspolrzedne gradientu
przez t¢ samg liczb¢ nie zmienia si¢
jego nachylenie, to podzielimy je przez
10). Wektor ten zostal zaznaczony na
rysunku po prawej stronie niebieska,
przerywang strzalkg.

x,=0.66x,

T\ 16x,+10x,=80

—® wskazuje kierunek polplaszczyzny, ktora generuje prosta

zbidr ograniczen (rozwiazan dopuszczalnych)

® rozwiagzanie optymalne

Rys.2.2

Rozwigzaniem optymalnym zadania
jest punkt x'=(3,2), dla ktérego warto$¢
funkcji celu jest maksymalna i wynosi
fix')=30-3+40-2=170.

UWAGA!

To, ze otrzymaliSmy rozwigzanie
calkowitoliczbowe (tzn. x;=3, x,=2) jest
tylko przypadkiem.

Generalnie metoda nie daje gwarancji
na otrzymanie rozwigzania
calkowitoliczbowego (jesli istnieje taka
potrzeba).
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Zmodyfikujmy zadanie poprzednio Zauwazmy, ze zmienil si¢ zbior
rozpatrywane poprzez wyeliminowanie egraniczen ! (Rys.2.3)
ostatniego ograniczenia, tzn.

. . 2
ograniczenia x, =>-x.

Otrzymamy wowczas zadanie : 1? &
\; -
x,=3
£(x)=30x, +40x, — max
6

przy ograniczeniach:

16x, +24x, <96
(x,,x,): 16x,+10x, <80

-

D =< .
0<x, <3
\ 0<x,<4 ]
1
P %
\—» -+
_ —® wskazuje kierunek polplaszczyzny, ktora generuje prosta
X1 — zbior ograniczen (rozwiazan dopuszczalnych)
a @ rozwiazanie optymalne
x,=4 Rys.2.4
Vi(x) o Y
/
7 /
// Rozwiazaniem optymalnym tego
/ + X, zadania jest rowniez punkt
‘ . - , * .
2 4 6 8 10 o wspolrzednych x =(3,2), dla ktorego
| X, +24x,=96 warto$¢ funkcji celu jest maksymalna
4 f i wynosi f(x )=30-3+40-2=170.
4 16X1+1 OX2=80

—® wskazuje kierunek polplaszczyzny, ktora generuje prosta

zbior ograniczen (rozwiazan dopuszczalnych)

Rys.2.3
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UWAGI DOTYCZACE METODY GRAFICZNEJ
ROZWIAZYWANIA ZADAN PL
metoda graficzna moze zosta¢ zastosowana tylko do takich zadan, w
ktorych liczba zmiennych wynosi 2 (ewentualnie liczba ograniczen
wynosi 2 — wowczas mozemy skonstruowaé zadanie dualne i rozwigzaé
je metoda graficzng);

e nie nadaje si¢ ona do algorytmizacji i komputerowej implementacji

(stosujemy wowczas najbardziej znana metod¢ rozwiazywania zadan PL
— tzw. algorytm simpleks);

e pozwala w prosty sposob zidentyfikowaé tzw. zadania ze sprzecznymi

ograniczeniami oraz nieograniczong wartoscia funkcji celu (o liczbie
zmiennych rownej 2), (rysunki ponizej).

X2 X2
1011 l
81 4

5

sl
)

-6
zadanie ze sprzecznymi ograniczeniami

zadanie z nieograniczong od gory
wartoscig funkcji celu

x1

zadanie z nieograniczong od dotu
wartoscig funkcji celu



