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POSTAC KANONICZNA ZADANIA PROGAMOWANIA
LINIOWEGO - PRZYPOMNIENIE

Przypomnijmy : Posta¢ kanoniczna zadania optymalizacji
liniowej definiowana jest nastepujaco:

Wyznaczy¢ x=(X;, X,, X3,..., X,,) takie, aby
min f(x) =min{cx, +c,x, +c;x; +...+¢ X }
przy ograniczeniach: n-zmiennych

r

Ay X, + Ay X, + Ay Xy +..4a, X =D,

< m-ograniczen
® ® ©®

a . x +a x,+a x,+..+a, x =b_

XisXysXggeees X, =0
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POSTAC KANONICZNA ZADANIA PROGAMOWANIA

LINIOWEGO - PRZYPOMNIENIE

W zapisie wektorowo-macierzowym otrzymamy nastepujaca

postac:
min<c, x>
A-x=b x=0
gdzie: o — [c1 cn]
_all ai) a, _ ES
= dy dy dy, ¥ — 42 =
Ay Ay e A, |t
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Przyktad

Wyznaczy¢ x=(X,, X,, X3) takie, aby

min{f(x) =2x; +4x, — X3} )

Mamy trzy zmienne decyzyjne,

dwa ograniczenia (n=3, m=2),
> jednak postac ta jest postacia
kanoniczng.

przy ograniczeniach:
2X1 +3X2 —4X3 =10

4x1—5X9 +X3 =35
W tym przypadku na przyklad

J

Wszystkie zadania optymalizacji liniowej sprowadzi¢ musimy
przede wszystkim do postaci kanonicznej.
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Sprowadzanie zadan optymalizacji liniowej do postaci kanonicznej

a)

b)

Jesli szukamy zmiennych maksymalizujacych funkcje
kryterium, to zamieniamy ja na przemnozong przez (-1)
i wtedy szukamy juz zmiennych minimalizujacych nowa
funkcje, tzn. max f(x) = — min —f(x) ;

Jesli mamy ograniczenie typu .,>", to od lewej strony
odejmujemy nowq zmienng (tzw. ,,sztuczng”) i zamieniamy
nierownos¢ na rownos¢; wspolczynnik tej nowej zmiennej w
funkcji kryterium wynosi 0 (zero);

Jesli mamy ograniczenie typu ,<”, to do lewej strony
dodajemy nowq zmienna (tzw. ,,sztuczng”) i1 zamieniamy
nierownos¢ na rownos¢; wspolczynnik tej nowej zmiennej w
funkcji kryterium wynosi rowniez (0 (zero).
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Przykilad (sprowadzanie zadania do postaci kanonicznej)

Z.alozmy, ze mamy zadanie optymalizacji postaci :
max {(X) = max{x| + X, } c=(L1)

przy ograniczeniach:

2X1+X2§2 —2 1—

X, +2x, >1 A=1 2| b=
3 4

3x, +4x, =4 B B

XI,X220 _Xl_
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Przykiad (cd.)

Sprowadzmy zadanie do postaci kanonicznej.

Najpierw zamieniamy ,,max” na ,,min” mnozac funkcje¢ przez —1:

max{x, +x,}=—min{-x, —x, +0-x, +0-x,}

Zmieniamy ograniczenia C = (_1’_13090) b =
2X1 T X9 + X3 =2 _
X, +2x, -x, =1 2 110
A={1 2 0 -1

3x, +4x, =4

340 0 3
X15X2 > () =

m1n<c X>

Zapis wektorowo-macierzowy A

A-x=b x=0
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ELEMENTY ANALIZY WYPUKLEJ

Definicja

Zbior () nazywamy wypuklym jesli dla kazdych dwoch punktow
x,y €Q punkt z= 0-x+(1-0)y nalezy do Q2 dla kazdego 0 ][0.,1].

(2 - zbior wypukly () - zbior, ktory nie jest wypukly

Definicja

Hiperplaszczyzng H, w przestrzeni E" nazywamy zbior

H ={er” :<a,x>:a,aeE”,aeR}

a

gdzie <a,x> - iloczyn skalarny wektorow a oraz x.
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Definicja

Hiperplaszczyzna H , generuje dwie polprzestrzenie domknigte

H_:{er”:<a,x>£a} H+={er”:<a,x>2a}

a a

Definicja

Zbiorem wielosciennym (simpleksem) nazywamy zbior () postaci

Q:ﬁ{er” :<ai,x>£bl.}
i=1

Definicja

Funkcja rzeczywista f okreslona na wypuklym zbiorze () nazywa
si¢ wypukla, jesli dla kazdego x,yeQ oraz dla kazdego 0<[0,1]
spelniona jest nierownos¢

JO-x+(1-0)-y)<0-f(x)+(1=-0)-f(y) .
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Jesli natomiast spelniona jest nierownos¢
f(O-x+(1-0)-y)20- f(x)+(1-0)- 1 (y)
to funkcje¢ f nazywamy wklesia.

Uwaga: funkcja liniowa f(x)=<a,x> jest jednoczesnie wypukla i
wklegsla.

Twierdzenie

Funkcja postaci F(x) — Zﬂi .fi(x), /’ti > (), ] = 1,,”,m
i=1

jest wypukla, jesli £.(x) sa wypukle, i=1,...,m.
Whiosek
Zbior postaci ()= {x cel":A4-x= b,x > O}

gdzie A=[a;],., Jest wypukly.
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Sformulujemy dwa zadania:

a. wyznaczy¢ x*eQcE" takie, ze

J (x*)=min f(x)

xeQ)

gdzie C - zbior wypukly, f(e) — funkcja wypukla,

b. wyznaczy¢ x*eQcE" takie, ze
J (x*) = max f(x)
xeQ)
gdzie C - zbior wypukly, f(e) — funkcja wkleslta,
Oba zadania nazywane s3 w literaturze zadaniami wypuklymi.

Dalej zajmowac¢ si¢ bedziemy rozwigzywaniem zadan wypuklych.
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METODY ROZWIAZYWANIA ZADAN LINIOWYCH

Na wykladzie nr 2 poznaliSmy metode geometryczna
rozwigzywania zadan programowania liniowego. Metoda ta
miala pewne ograniczenia:

e moze zosta¢ zastosowana tylko do takich zadan, w ktorych liczba zmiennych wynosi
2 (ewentualnie liczba ograniczen wynosi 2 — wowczas mozemy skonstruowa¢é
zadanie dualne i rozwiaza¢ je metoda graficzng);

e nie nadaje si¢ ona do algorytmizacji i komputerowej implementacji (stosujemy
wowczas najbardziej znana metod¢ rozwigzywania zadan PL — tzw. algorytm
simpleks);

e pozwala w prosty sposob zidentyfikowa¢ tzw. zadania ze sprzecznymi
ograniczeniami oraz nieograniczong wartoscig funkcji celu (o liczbie zmiennych
rownej 2).

 Metodq, ktora nadaje si¢ do automatyzacji (zatem mozna jg
algorytmizowac¢ i wykorzystywa¢ komputer) oraz ktora mozna
stosowa¢ przy wielu zmiennych i ograniczeniach jest
metoda (algorytm) simpleks.
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Twierdzenie (wykorzystywane przez algorytm simpleks)

Jesli zadanie prymalne ma rozwiazanie optymalne x*e( to
istnieje wierzcholek xe( zbioru Q) taki, ze

<C,§> = <c,x*> = min<c, x>

xe()

przy czym € oznacza zbior rozwiazan dopuszczalnych.

Zatem, jesli zadanie liniowe ma rozwigzanie optymalne, to
wystarczy przeglada¢ tylko wierzcholki zbioru €, aby znalez¢
rozwiazanie b¢dgce minimum globalnym na zbiorze €.

Metody wyznaczania rozwigzan optymalnych zadan liniowych
polegaja na o0gol na Konstrukcji algorytmow przegladu
wierzcholkow wieloscianow wypuklych (simpleksow).

13

Ekonometria. cz.III — Wvklad nr 3: Metoda simpleks rozwiazyvwania zadan prosramowania liniowego



METODA SIMPLEKS - idea

# Idea metody simpleks opiera si¢ o przegladanie wierzcholkow
zbioru ograniczen wedlug pewnej ustalonej reguly, tak, aby nie
pomingc¢ istotnych wierzcholkow (w ktorych moze by¢ rozwiazanie
optymalne), a jednoczeSnie, aby nie przeglada¢ wszystkich
wierzcholkow, gdyz byloby to zbyt czasochlonne;

# Poniewaz wierzcholkiem zbioru ograniczen jest punkt, w ktorym
przecinaja si¢ hiperplaszczyzny (w szczegolnym przypadku - proste),
patrz slajd nr 9, wi¢gc metoda simpleks polega na rozwiazywaniu
ukladu rownan, ktory generowany jest przez ograniczenia;

# Jest to metoda krokowa (iteracyjna);

# W Kkazdym kroku budowana jest tzw. tabela simpleksowa, na
podstawie ktorej wnioskujemy, czy otrzymane do tej pory rozwiazanie
jest juz optymalne, czy jeszcze nie;

Ogolng posta¢ tabeli simpleksowej przedstawiono na nastepnym
slajdzie.

Ekonometria. cz.III — Wvklad nr 3: Metoda simpleks rozwiazyvwania zadan prosramowania liniowego

14



METODA SIMPLEKS - tablica metody simpleks

ci _’ c 1 c 2 (X X ] cn
Zmienne C
bazowe B
XBI CB 1
XBZ CBZ

Wl WZ (X X Wn

wspolczynniki —

obliczane wspolczynniki w; : ¢;—cp * h;
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Pogrubiong
czerwong linia
zaznaczono ten
fragment tabeli
simpleksowej,
ktory podlega
wyliczaniu w
kazdym  Kkroku
algorytmu

wspolczynniki funkcji kryterium (np. przy tzw. zmiennych bazowych)

wartosci aktualne zmiennych bazowych (w tym przypadku dwoch)

obliczane wspolczynniki /;; (pierwotnie macierz A)
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METODA SIMPLEKS - idea, c.d. — omowienie tabeli simpleksowej

# W kazdym kroku wyprowadza si¢ zmienng z bazy i wprowadza si¢
na jej miejsce nowa; Warunki wejscia ,,nowej” zmiennej do bazy
i wyjsScia ,,starej” z bazy przedstawiono na slajdzie 21;

# Po dokonaniu operacji wprowadzania do bazy i wyprowadzania
zmiennych z bazy dokonuje si¢ ponownego przeliczenia wartosci
wspolczynnikow h; oraz w;

& Obliczanie wartosci wspolczynnikéw h; 1 w; przedstawiono na
slajdach 20 i 24;

# Warunkiem zakonczenia obliczen jest aby w ostatnim wierszu tabeli
simpleksowej (wspolczynniki w,) wartosci wszystkich wspolczynnikow
byly wi¢ksze lub rowne zero;

W ostatniej tabeli simpleksowej (rozwigzania optymalnego) zmienne
bazowe, ktorych wartosci s3 rowne wartosSciom w Kkolumnie £,
stanowig rozwiazanie optymalne zadania;
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Przyktad (wykorzystanie metody simpleks) A [2 1}
112

Z.alozmy, ze mamy zadanie optymalizacji postaci

max f(x) = max {X| +X,} c=(LI) b:[ﬂ

przy ograniczeniach: : : :
Czyli rozwiazaniem

2X1+Xp <2 graficznym tego zadania
jest wektor x=(2/3,2/3)

X1t 2X ) <2

X15X2 > ()
Gradient funkcji: gf’(x)=(1,1)-grad1ent
df(x) _ d(x; +xp) _ =(xy, X,)=(2/3,2/3)

Xm Xm
df (x) d(x;+x7) 1

dX2 dX2 \ >

Xy 17
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Przykiad (cd.)

Sprowadzmy zadanie do postaci kanonicznej.
Najpierw zamieniamy ,,max” na ,,min” mnozac funkcje przez —1:

max{x, + x,} =—min{—x, —x, +0-x, +0-x,}

Zmieniamy ograniczenia | o _ (—1,—1,0,0) b= 2
2X1+ X9 +X3 =2 2
A2 110 |
X1—|—2X2 +X4:2 1 2 0 1 X]
Xl? x 9 > () sugestia rozwigzania X — Xz
bazowego X3
g | X4_
m1n<c, X>

Zapis wektorowo-macierzowy <

CA-x=b x20
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Przykiad (cd.)

Szukamy pierwszego rozwiazania ,,bazowego”, tzn. takiego,
ktore spelnia uklad rownan, ale niekoniecznie jest optymalnym.

Dla nas takim rozwigzaniem jest wektor x=(0,0,2,2)

2x, +x, + X, =2 : :
pierwsze zmienne bazowe

X, +2x, +x, =2 p A \

L.atwo zauwazyc, ze X, = 0, X, = 0, X, = 2, X, = 9)

jest rozwiazaniem dopuszczalnym, wi¢c bazowym.

2 1 10
A_l 2 0 1
H_I

sugestia rozwigzania
bazowego
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Pl’gyklad (cd.) (Metoda simpleks — pierwsza tablica metody simpleks)

Tabela 1 c. 1 1 0 0

p— Cs h,, h, h, h; h,
SN 0N on
x, | o | 2 il B3N BN NN

wspélczynniki —>| -1 -1 0 0

wspolczynniki funkcji kryterium (np. przy zmiennych bazowych)

wartosci aktualne zmiennych bazowych

wspotczynniki i; (w Tabeli 1 zawsze macierz A)

— ilocgyn wektorow
obliczane wspolczynniki w; : ¢, —(cgz * h; ) np.

w, =

—(c; -yt

21):—1—(0-2+0-1):—1
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P rgyklad ( cd. ) (Metoda simpleks — tablica metody simpleks (cd.))

Tabela 1
¢ — -1 0
Zmienne
bazowe cB hO h2 h4

X, 0 | 2% E & 1§ hzo/h22=2/2=T

min
Wspolcezynniki w—> -1 - 0
mill \

Warunek wejscia do bazy (nowej zmiennej): min{wspoélczynnika w,}

1 0
hl h3
X, 0 | 2<FZ > 1B T " hy/h,=2/1=2
R
1 0

(mogl by¢ tez pierwszy, wybieramy z rownych ,,wedlug woli”).
Kolumna (h,) teraz jest dla nas podstawa wyj$cia zmiennej bazowe;j z
bazy, a numer zmiennej wchodzacej do bazy oznaczmy jako L=2.

Warunek wyjscia z bazy (starej zmiennej bazowej): dzielimy h,/h;; (tylkodla §

h;>0) w kazdym i-tym wierszu i szukamy wartosci minimalnej.
21
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DUDIUD2

Hotara” tabela:
w; $3 ujemne,
zatem jeszcze
nie mamy
rozwiazania
optymalnego

»,Nowa” tabela:
Nadal istnieja

ujemne w; , zatem
nadal nie mamy

rozwiazania
optymalnego

Tabela 1 ¢, — -1 /_1 0 0
T Cs h, h, // 2 h, h,
w o 2 NN N
e i )
wspélczynniki —> |/ -1 -1 0 0
Tabela2 € -1 -1 0 0
S Cn /ﬁo h, h, h, h,
w o/ B e N
x| 0 [

wspolczynniki —
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Jak wyznaczyliSmy nowe wspolczynniki tabeli simpleks nr 2?

Tabela 1 ¢, —» -1 -1 0 0
| 8| hy N | D
X, 0 2 - - -
X, 0 2 - -
wspélczynniki —>| -1 . ! 0

wszystkie komorki (bez niebieskich) dzielimy przez wartos¢ pola

W tym wierszu (odpowiadajacym zmiennej wyprowadzanej z bazy) ‘
czerwonego (w czarnej obwodce)

Wszystkie komorki (bez niebieskich) innych wierszy obliczamy nastepujaco:
np. nowe h,,= h,,-(h,,-h,,/ h,,) =2-(1 - 1/2) = 3/2, ogolnie:

— _ . gdzie K — numer wiersza w tabeli, w ktérym znajduje si¢ zmienna
nowe hl] hl] (hiL hK] / hKL ) wyprowadzana z bazy; L — numer zmiennej (kolumny) wprowadzanej do bazy.

° r ° ° o 23
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Szczegolowe obliczenia dla tabeli nr 2
Wspolczynniki w; =c¢,—cg * h;:

Wspolezynniki £, :
Wl :cl—(C3 -hll-I-Cz 'h21):
=—1-(0-3/2+(-1D)-1/2)=-1/2
W, :C4_(C3 'h14 +C, 'h24):
=0—-(0-(-1/2)+(-D-1/2)=1/2
w, =¢C, _(C3 'hlz TC, 'hzz):
=—1-(0-0+(-1)-1)=0
Wy =c;—(C3 Iz +¢, hyy) =
—0—(0-14+(=1)-0)=0

/

ZAWSZE wyliczane na
podstawie ,,nowej” tabeli (czyli
w tym kroku na podstawie
tabeli nr 2)

nowe h,,= h,,/ h,, =2/2=1
nowe h,,=h,,/h,,=1/2=1/2
nowe h,,=h,,/ h,,=2/2=1
nowe h,;=h,;/ h,, =0/2=0
nowe h,,=h,,/h,, =1/2=1/2

Wspolcezynniki £ :

nowe h,,= h,,-(h,, h,,/ h,,) =2-(1-2/2) =1
nowe h,,=h,,-(h, h,,/ h,,) =2-(1-1/2) = 3/2
nowe h,,= h,,-(h,, h,,/ h,,) =1-(1-2/2) =0
nowe h,,= h,;-(h,, h,;/ h,,) =1-(1-0/2) =1
\we h,,=h-(h;, h,,/h,,)=0-(1-1/2) =-1/2
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ZAWSZE wyliczane na
podstawie ,,starej” tabeli (czyli
w tym kroku na podstawie
tabeli nr 1)



Tabela 2

GG —» -1 -1 0 0
Zmienne
bazowe s hO h, h, h3 h, | Nadal istnieja
ujemne w;,
x o |1 [ | e
nie mamy
rozwigzania
r ° ° ‘_
wspolczynniki —| -1/2 0 0 1/2
Tabela 3 C; > -1 0 0
Zmienne
bazowe Cs h() h1 h3 h 4 Istnieja
jedynie
v o2 | N BN | e,
zatem mamy
rozwiazanie
w 23 0N N EE B
ymalne
0 1/3 1/3 |+

wspolczynniki —
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W ostatniej tabeli otrzymalismy:

X=(X;, X,, X3, X4)=(2/3, 2/3, 0, 0)

zatem szukane przez nas rozwiazanie bez zmiennych sztucznych:
x=(X;, X,)=(2/3, 2/3)

natomiast wartos¢ funkcji kryterium f(x)= x,+x,=2/3 + 2/3=4/3.

OtrzymaliSmy to samo rozwiazanie co metodg graficzng (slajd 16).

26
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