Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 4: Zagadnienie transportowe

ZAGADNIENIE TRANSPORTOWE

ZT jest specyficznym problemem z zakresu zastosowan
programowania liniowego.
7T wykorzystuje si¢ najczeSciej do:
e optymalnego planowania transportu towarow, przy
minimalizacji kosztow, lub czasu wykonania zadania;
e optymalnego rozdzialu czynnikow produkcji, w celu
maksymalizacji wartosci produkcji, zysku, lub dochodu
np. rolniczego.

Zagadnienie transportowe ma prostg interpretacj¢ sieciowa.
Przypusémy, ze mamy sie¢ skierowanq (zwang takze diagramem
wazonym), okreslong za pomoca zbioru wierzcholkow V' i zbioru
lukow (tj. skierowanych lukow) E (zob. Rys. 1). W zagadnieniu
transportowym sie¢ jest dwudzielna i pelna, tzn. wszystkie jej
wierzcholki mozna podzieli¢c na dwie grupy, na wezly dostawy
ponumerowane i=1,2,..m i wezly odbioru ponumerowane
j=1,2,...,n, kazdy wierzcholek dostawy ma »n lukow wychodzacych
z niego do wszystkich wierzcholkow odbioru. Dla kazdego luku
jest okreslony jednostkowy koszt c¢;; transportowanego dobra.

Zagadnienie polega na wyznaczeniu takich wielkosSci przewozu
X;;, kKtore minimalizuja calkowity koszt transportu z.

Rys. 1
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Zagadnienie transportowe definiujemy nastgpujqco:

znalez¢ minimum
m
(1.1) Z= Z Xy

przy warunkach

(1.2) 2%, <a, i=1,2, ..., m,
j=1
(1.3) lexj >b, i=1,2, 0 n,
x;; =0, i=1,2,..,.m; j=1,2,.., n

Pierwszych m nierownosci odnosi si¢ do wierzcholkow dostawy
(podaz), nastgpne n nierownosci odnosi si¢ do wierzcholkow
odbioru (popyt). Elementy a; oznaczaja podaz i-tego dostawcy,
a elementy b; - popyt (zapotrzebowanie) j-tego odbiorcy.

Zagadnienie mozna rozwigzywa¢ metoda simpleks, jednak jest
ona w tym przypadku malo efektywna. NajczeSciej stosuje sig
metode¢ kata polnocno-zachodniego. Sluzy ona do znalezienia
pierwszego rozwigzania bazowego.
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Zagadnienie transportowe ma rozwigzanie dopuszczalne, gdy

(1.4) Z};“i = Z:,bj
i= j=

a ograniczenia odbioru staja si¢ rownosciami dla rozwigzania
optymalnego, tj.

(1.5) Z_llxy =b;,

dla wszystkich j.
Ponadto, jesli

(1.6) ;ai = ;bj

to kaide rozwiqzanie dopuszczalne spelnia  wszystkie
nierownosci jako rownosci.

Bez utraty ogolnosci mozna przyjaé, ze (1.2) i (1.3) s3

rownosciami, poniewaz zawsze mozemy wprowadzi¢ fikcyjny
wierzcholek odbioru n +1 , 0 wartosci odbioru rownej

(1.7) b, = ;ai - ;bj

i kOSZtami ci’n+1 = 0, i= 1, 2, e o oo mo

Postgpowanie to nazywamy bilansowaniem __ zagadnienia
transportowego.
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Przyktad

Pewna firma ma zaklady wytworcze w miejscowosciach A, B,
C oraz centra dystrybucyjnie w miejscowosciach D, E, F.
Mozliwosci produkcyjne zakladow wynosza odpowiednio 50, 70 i
30 jednostek, natomiast prognozy popytu w centrach -
odpowiednio 20, 40 i 90 jednostek. Nalezy okresli¢ taki plan
przewozow, by przy uwzglednieniu mozliwosci produkcyjnych
zakladow oraz przewidywanego popytu w centrach
dystrybucyjnych zminimalizowa¢ laczne koszty transportu
(ktore sa proporcjonalne do ilosci przewozonego towaru).
Jednostkowe koszty transportu przedstawione sq w tabeli:

Miejscowos¢ D E F
A 3 5 7
B 12 10 9
C 13 3 9

Opis oznaczen:

Dostawcy: Dy, D,, D; - zaklady produkcyjne w miejscowosciach A,
B, C

Odbiorcy: Oy, O,, O3 - centra dystrybucyjne w miejscowosciach D,
E, F

Okreslenie popytu i podazy:
Podaz: 50 + 30 + 70= 150
Popyt: 20 +40 + 90 =150

Zadanie jest zbilansowane, poniewaz: POPYT = PODAZ.
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Siec skierowana dla tego problemu:
PODAZ KOSZTY TRANSPORTU POPYT

50 20
70 40
30 20

Cele:u jest rninimalizacja kosztow transpeortu.

MATEMATYCZNE SFORMULOWANIE
ZAGADNIENIA TRANSPORTOWEGO

Wprowadzamy oznaczenia:
x;;- wielko$¢ przewozu od i-tego dostawcy do j-tego odbiorcy;

Koszty transportu (funkcja celu):

Z(X11, X125 X135 X215 X225, X23, X31, X32, X33) =
= 3X11+5X12+7X13+12X21+10X22+9X23+13X31+3X32+9X33 --> min

Ograniczenia podazy:

1. Ilo$é towaru wysylanego przez dostawce D; odbiorcom O, O,,
O; jest rowna podazy dla tego dostawcy i wynosi 50:

X11 HXp2 X3 =50

2. Ilos$¢ towaru wysylanego przez dostawce D, odbiorcom O, O,,
O; jest rowna podazy dla tego dostawcy i wynosi 70:

X21 + X2 +Xp3=70

3. Tlos¢ towaru wysylanego przez dostawce D; odbiorcom O, O,,
O; jest rowna podazy dla tego dostawcy i wynosi 30:

X31 TX3+X33 = 30 oraz XijZO
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Ograniczenia popytu :

1. Tlo$¢ towaru otrzymana przez odbiorce O, od dostawcow D,
D,, D; jest rowna popytowi dla tego odbiorcy i wynosi 20:
X11tXy tX31 =20
2. Ilos¢ towaru otrzymana przez odbiorce O, od dostawcow D,,
D,, D; jest rowna popytowi dla tego odbiorcy i wynosi 40:
X12 + Xp2 + X33, =40

3. Ilos¢ towaru otrzymana przez odbiorce O; od dostawcow D,
D,, D; jest rowna popytowi dla tego odbiorcy i wynosi 90:
X13+ Xp3 T X33=90

XijZO

Sformutowanie matematyczne:

7= 3X11+5X12+7X13+12X21+10X22+9X23+13X31+3X32+9X33 --> min

Ograniczenia:

X1 tX 2 tx 3= 350

Xz1 + X2 + X3 =70
X31 + X33 + X33 = 30
X1 +Xp1 +X3; =20
Xp2 T Xy + X3, =40
X137+ Xz3 + X33 =90

xij=0
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Z.apis macierzowy:

przy czym

Zagadnienie transportowe jest szczegolnym przypadkiem

12
10

13

T L]
¢ *X—p> min

Ax=Db

x>0

o O = O O —

o — O O O —

— O O O O
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0
70
30
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40
on

Macierz A zawiera jedynie elementy 0 i 1, tylko dwa elementy

zadania optymalizacji liniowej.

w kazdej z kolumn s3 niezerowe.
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POSZUKIWANIE PIERWSZEGO DOPUSZCZALNEGO
ROZWIAZANIA BAZOWEGO -
METODA WIERZCHOLKA POENOCNQ-ZACHODNIEGO

Tab.1 Tabela przewozow:
(1,13 ey 1,3 S0 I
(2,13 (2,27 L4,3) il D
(3,13 (3,27 3,30 1l D
il 4[] Ql
0y s O

Pole (1,1) oznacza tras¢ od D; do O,. Pole (1,2) oznacza tras¢ od D,
do 02, itd.

Ogolnie: pole (i,j) oznacza tras¢ od i-tego dostawcy do j-tego
odbiorcy.

Wykorzystujac metode wierzcholka polnocno-zachodniego na
poczatku okreslamy liczbe, tzw. wezlow bazowych: m + n - 1,
gdzie m oznacza liczb¢ dostawcow, a n - liczbe odbiorcow. Zatem
otrzymujemy: 3 + 3 - 1 = 5. Wezly bazowe oznaczajg liczbe
zmiennych: m + n - 1 oznacza, ze jedna zmienna jest zbyteczna, co
jest rownoznaczne z pomini¢gciem jednego z warunkow
ograniczajacych.
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KROK 1

Patrzac na tabele¢ przewozow znajdujemy wezel wysuniety
najdalej na polnocny-zachod (Tab.2). Jest nim wezel (1,1).
Maksymalne mozliwosci wykorzystania trasy (1,1) okreslone sa
przez mniejszg z liczb opisujacych podaz D, oraz popyt O;: min
(50,20) = 20. Liczba ta okreSla przew0z na rozpatrywanej trasie.
Jednoczesnie mozna stwierdzi¢, ze zapotrzebowanie O, zostalo
w ten sposob zaspokojone, stad tez nie nalezy uwzgledniaé go
w dalszych rozwazaniach (wezly (2,1), (3,1) maja wartos¢ 0)
(Tab.3).

Tab.2
1,1) (1.2 (1,5 50 Dy
(2.1) (2,3 (2.5) 70 Dy
(3.1 (3.3 (3.3 30 Ds
20 a0 i
0y 0, O
Tab.3
N pei—— 50 5 )
0 70 Dy
0 30 Ds
a0 40 o
ol 0 0
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KROK 2
Tab.4
a.1) Ly | 3 30 Dy
(2.1} [2,4] (2,3 fil [os
(3.1) (3,2) 13,3 a0 D
Il 40 o
[ (g [z

Sposrod niewypelionych wezlow wybieramy ten, ktory jest
najdalej wysuni¢ty na polnocy-zachod, czyli (1,2) (Tab.4).
Uwzgledniajgc zmodyfikowana wielkos¢ podazy D, rowng obecnie
30 (na poczatku byla rowna 50, ale 20 jednostek zaspokoilo
zapotrzebowanie O,) znajdujemy: min (30,40) = 30.

Tab.5
20 30 1] 280 I
I Fil Do
I 50 D
I 40 Ql
L
o} Cry O

Na trasie od D; do O, nalezy zaplanowac¢ przewo0z na poziomie 30
jednostek. Zatem podaz D, zostaje zredukowana do zera, co
powoduje, Ze na trasie od tego dostawcy do pozostalych odbiorcow
nalezy wpisa¢ zero (D, nie posiada juz Srodkow na zaspokojenie
popytu pozostalych odbiorcow) (Tab.5).

10
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KROK 3

Brakujace 10 jednostek u O, zaspokaja D,, redukujac swoja
podaz do 60.

Tab.6
20 30 ] 0 D
[ L0 2 a0 Dy
I I S0 D3
I i il

I

0 Chy s

KROK 4

Tab.7
2l 40 [ I I
[ 10 A0 pe— &H O D
0 0 30 D
0 n 0a

a0

11



Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 4: Zagadnienie transportowe

KROK 5

Tab.8 (Pierwsze rozwiqzanie bazowe)
2l Al I I IBJ
I 10 60 &8 [ D
I I 30 =00 D
I 0 28 FI_

I

Cny O3 O3

Majac wypelniong tabele przewozow, otrzymaliSmy rozwiazanie
dopuszczalne (tzn. spelniajace wszystkie ograniczenia):

."‘-.||:2'[J .“;'_::._:” Nyz3 = (U
oy = U N2z = 1) a3 = Ol
N3 T () N3z = () X33 — 30

Nie wiadomo jeszcze, czy jest to rozwiazanie optymalne.

Wartos¢ funkcji celu dla tego rozwigzania (koszty transportu)
wynosi:

7= 3X11+5X12+7X13+12X21+10X22+9X23+13X31+3X32+9X33=

=320+530+7-0+12.0+10-10 +9-60 + 13-0 + 3.0 + 9-30 = 1120

12
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POSZUKIWANIE ROZWIAZANIA OPTYMALNEGO

W pierwszym rozwigzaniu bazowym, ktore otrzymaliSmy w
Tab.8, wezlami bazowymi sa wezly zaznaczone ,,*” w ponizszej
tabeli:

Tab.9
LI L2 L
(44" (2, 3)7" [,
[3,30% Lz
Oy g P

W celu znalezienia rozwigzania optymalnego bedziemy postugiwali
si¢ pewnymi wskaznikami, ktore zostana zdefiniowane jako
wskazniki optymalnosci.

Wprowadzamy zmienne:
u; - zmienna odpowiadajaca i-temu dostawcy;
v; - zmienna odpowiadajaca j-temu odbiorcy.

Definiujemy wskazniki optymalnosci:
ej=u;+vitc;

Dla we¢ztow bazowych zakladamy, ze:
ei=u;+vite;=0

Stad otrzymujemy uklad rownan:

e =u v +3=0 dlawezla(l.1)
Cx=u; ~vat5=0 dlawezla(l.2)

£ co=u+vat+ 10=0dlawezla(2.2)
Cay = Ur vy + 9 =10 dlawezla(2.3)

L €33 = Uy T vs T 9=0 dlawezla(3.3)

13
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W powyzszym ukladzie rownan mamy 6 niewiadomych i 5
rownan. Mozna wykazacé, ze uklad ten ma nieskonczenie wiele
rozwigzan. Jesli chcemy znalez¢ jedno z nich, to za jedng
zmienng przyjmujemy dowolna wartos¢: np. u; = 0.

Wowczas:

= 4 Vi = =3
Us = =3 vy = -5
Uz = =5 vy = =4

Dla wezlow niebazowych obliczamy:

e,-j=u,-+vj+c,-j

stad
U|_;.:U|+"-._,:_.7:_?r
ey =uxtwv+12=4
ey = Uz vy~ 13=3
€=Uz tva+3=-7

Otrzymujemy wigc tabele kosztow c; z oznaczonymi wartoSciami
zmiennych u; oraz v;:

Tab.10
1
3t o 7 I
12 10* Q* -5
13 3 o -5

14
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Wyniki (wskazniki optymalnosci) umieszczamy w tablicy 11:

Tab.11  (Tabela wskaZnikow optymalnosci)
0* a* 3
q o 0+
i -7 *

Kryterium optymalnesci: rozwiazanie jest optymalne, jezeli
wartosci  wszystkich wskaznikow w tabeli wskaznikow
optymalnosci (Tab.11) sa nieujemne. Zatem otrzymane
rozwigzanie nie jest optymalne.

Kryterium  weiscia: w tabeli wskaznikow optymalno$ci
znajdujemy najmniejszy element. Odpowiadajacy mu wezel
wprowadzamy do bazy (element (3,2) w Tab.11).

Okreslenie wezla usuwanego z bazy (Tab.8) nast¢puje poprzez
budowe tzw. cyklu. CyKkl jest to taki zbior wezlow, ze w kazdej linii
(wierszu lub kolumnie) znajduje si¢ 0 lub 2 wezly tego zbioru.
CyKl sklada si¢ z polcyklu dodatniego i ujemnego.

Budujac cykl, zaczynamy zawsze od wezla odpowiadajgcego
najmniejszemu wskaznikowi optymalnosci (u nas wezel (3,2) w
Tab.11) i budujemy do tego pola cykl, nadajac kazdemu polu
numer bedacy kolejng liczbg naturalng. Te pola cyklu, ktore maja
numery nieparzyste tworzq polcykl dodatni, a te, ktore majq numery
parzyste — polcykl ujemny (Tab.12). W tej sytuacji otrzymaliSmy
cykl: (3,2)-(2,2)-(2,3)-(3,3), w sklad ktorego wchodzi polcykl
dodatni (3,2)-(2,3) i polcykl ujemny: (2,2)-(3,3).

Tab.12
20 30 0
; 10 - 5P 60% +
0 0+ | |v 30%-

15
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Tab.12 (powtorzona z poprzedniej strony)

20 S0 I
I 1a0* - a0* +
I 0+ 0% -

Kryterium wyiscia: z bazy usuwana jest ta zmienna, dla ktérej
wartoS¢ _przewozu w__ polcyklu _ujemnym _jest najmniejsza.
W Tab.12 wartos¢ minimalna wystepuje dla wezla (2,2) i jest
rowna 10. Od wezlow oznaczonych ,,-” odejmujemy ta wartosc,

a do wezlow oznaczonych ,,+” dodajemy ta wartos¢:
Tab.13

20 S0 0
I 0 - TO* +
0 10% + A0* -

Po korekcie wezlami bazowymi sa:
Tab.14  (Drugie rozwiqzanie bazowe)

(11" (12"

(4,3
(3,4)" (3,57

Wskazniki optymalnosci z poprzedniego kroku wynosza:
Tab.15 (patrz Tab.11)

0 I 3
4 1 *
g -7 n*

16
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optymalnosci ___orag
wezla do

Ponownie __ wyliccamy __nowe __ wskazniki
przeprowadzamy procedure wprowadzania
i wyprowadzania z bazy (opisang na str. 13-16).
Dla zmiennych bazowych wskazniki optymalnos$ci sa rowne zero,
czyli:

I"-I.Q‘||:I.J'_—‘-.-_=|:]'
€z = U Tva=0

£ CUoy — I.J:—‘-._;:[]'
3 =Us T va—T7=10
33 = Uz T vy =10

Podstawiamy u; = 0 i otrzymujemy:

Uy =0 vi= 0
Uz =7 va = ()
us =7 vy = -7

Dla wezlow niebazowych obliczamy:
Cij = Uj + Vj + Cij
stad
i3 = up tvy—3=-4
Uj|=U:+"'.|_'-I= [ 1
Cxx=Uxtvzr0=7

ey =us vy —5=12

Wskazniki optymalnosci (stare):

Tab.16 (patrz Tab.15)
i
0* [* 3 I
dq Il [0* i
5 =T 0" i
Vi [ 1] -7

17
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Nowe wskazniki optymalnosci:

Tab.17
0* 0+ -4
11 7 n*
14 I 0+

Wartos¢ wskaznika optymalnosci jest ujemna dla zmiennej X3,
zmienng t3 wprowadzimy zatem do nowej bazy. Rozpatrujemy
trase (1,3) odpowiadajaca ujemnemu wskaznikowi optymalnosci:

Tab.18 (patrz Tab.13)
207 Jn® - 4 I
I 1 FoF
I LO* + v 20% -

W tym wezle mozemy maksymalnie przyja¢ 20 Kkorygujac

pozostale trasy, czyli:

Tab.19 (Trzecie rozwiqzanie bazowe)
20 10* - 20% +
I 1 T
I A0 + 0 -
Po tej korekcie wezlami bazowymi sa:
Tab.20
(LI)* (14" (1,37
(4,3)"
(3,4)"

18
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Wskazniki optymalnosci z poprzedniego kroku wynosza:
Tab.21  (patrz Tab.17)

0* 0+ -4*
11 7 n*
14 Iy I

Ponownie __ wyliczcamy __nowe___ wskazZniki ___optymalnosci ___orazg
przeprowadzamy procedure wprowadzania wezla do
i wyprowadzania z bazy (opisang na str. 13-16).

Dla zmiennych bazowych wskazniki optymalnosci sa rowne zero,
czyli:

Fepp=u +vi =10
Ci2=U; T~ va2=1

£ ex=u tvs—4=10
Caz = Uz~ vy =0

Lk I.J_;—‘-.::[]'

Podstawiamy u; = 0 i otrzymujemy:

U = vy = ()
U = -4 Ve = ()

L3 {) Vi &

Wskazniki optymalnosci (stare):
Tab.22  (patrz Tab.21)

U
O [* -4 [
1 7 TE.
12 0 0|0
v i i 4

19
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Nowe wskazniki optymalnosci:

Tab.23
[* [* [*
T 4 [*
12 Iy 4

Poniewaz wszystkie wskazniki optymalnesci sa nieuiemne, wigc

ostatnio otrzyvmane rozwiazanie bazowe jest optymalne (Tab.19).

Optymalnym rozwigzaniem jest zatem:

Tab.24
0% 1n* 20*
I n TO*
[ A0 [
czyli:
."~.||:2'[J "'-..3_1” ."'-.'.HZEU
N2 T () X712 () X2y — 70
LT ( XNy = Al) X33 = U

oraz wartos¢ funkcji celu dla tego rozwigzania (koszty transportu)

Wynosi:

ZUX11. X120 X153, X9 X929, X973, X3p. N1, Xa3 ) =

=3 N TSN T TNy T U2 10xas = Qexey + 13533 + 333 + Oxay
=320+510+720+ 120+ 100+ 970+ 13

20

0+ 330+ 90 =970



