Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

5. OPTYMALIZACJA NIELINIOWA

Zdarza si¢ dos¢ czesto, ze zaleznoSci wystepujace w
analizowanych procesach (np. gospodarczych) maja charakter
nieliniowy. Dlatego tez, oprdocz liniowych zadan decyzyjnych,
formulujemy takze nieliniowe zadania decyzyjne (NZD).

Zadanie decyzyjne nazywamy nieliniowym, jezeli funkcja
celu lub chociaz jeden z warunkow ograniczajacych sa nieliniowe
(np. kwadratowe, wykladnicze, logarytmiczne, itp.).

Przyklad praktycznego zagadnienia o charakterze nieliniowym
(zagadnienie wyboru optymalnego portfela akcji)

Stopa zvsku i ryzvko

Rozwazmy nast¢pujacy problem decyzyjny.
Inwestor posiadajacy okreslony kapital chce go ulokowaé na
gieldzie kupujac akcje. Kazda akcja jest charakteryzowana przez
dwa podstawowe czynniki, istotne dla inwestora podejmujacego
decyzje o zakupie akcji: stope zysku (zwrotu) i ryzyko.

Stopa zysku (zwrotu) to stosunek zysku, jaki przynosi dana
akcja, do kosztu jej zakupu. Stop¢ zysku w okresie 7 obliczamy
wedlug wzoru:

4.1) R=(P-P.)+D]/ P,

gdzie:

P, — wartos¢ akcji na koniec okresu 7,

P, ; — wartos¢ akcji na poczatku okresu ¢,
D, — wielko$¢ dywidendy' w okresie 7.

' Uwaga! Dla dziennych stop zwrotu przyjmujemy najczesciej, ze dywidenda jest rowna zero. Czasami stope
zwrotu definiuje si¢ rowniez pomijajac sktadnik D,.
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Wszystkie decyzje zwigzane z inwestowaniem w akcje s3
decyzjami dotyczgacymi przyszlosci, podejmowanymi w
warunkach niepewnosci. Tak wiec, stopa zysku jest w istocie
przyszla, oczekiwana stopga zysku, jaka zostanie osiagni¢ta w
pewnym okresie. Stad uzyskanie ustalonej wartosci stopy zysku
wigze si¢ z ryzykiem.

Stopa zysku jest zmienng losowa, ktora moze przyjmowacd
rozne wartosci z  okreslonymi prawdopodobienstwami.
Prawdopodobienstwa te zalezg od sytuacji na gieldzie, a te z kolei
od roznych czynnikow, np. od stanu gospodarki czy sytuacji
politycznej.

Przvkilad 4.1
Rozwaimy akcje dwoch spotek A i B. W Tabeli 4.1
przedstawiono rozklady stop zwrotu tych akcji.

Tabela 4.1
Mozliwy stan | Prawdopodobienstwo Stopa zwrotu
gospodarki

i Di Ris(W%)|Rip (W %)
1 0.1 60 20
2 0.2 30 14
3 0.4 10 10
4 0.2 -10 6
5 0.1 -40 0

Powstaje pytanie: jak na podstawie tych przewidywanych stop
zysku oszacowaé jeden wskaznik, ktory moglby umozliwi¢ podjecie
decyzji o zakupie akcji?

Do tego celu sluzy oczekiwana stopa zysku (zwrotu). Okresla
si¢ ja wedlug wzoru:

4.2) R=2 piR,

gdzie:
R — oczekiwana stopa zwrotu;
R;— i-ta mozliwa wartos¢ stopy zwrotu;
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pi— prawdopodobienstwo osiagnigcia przez stop¢ zwrotu i-tej
wartosci;

m — liczba mozliwych do osiagnig¢cia wartosci stopy zwrotu.
Po podstawieniu do wzoru (4.2) wartosci z Tabeli 4.1 otrzymamy:
¢ dla spolki A:
R,=0.1-60%+0.2-30%+0.4-10%+0.2-(—=10%) + 0.1- (—40%) =10%

¢  dla spolki B:
R;=0.1-20%+0.2-14%+0.4-10%+0.2- 6% + 0.1- 0% =10%

Rozklad prawdopodobienstwa stép zwrotu akcji spéiki A Rozktad prawdopodobienstwa stép zwrotu akcji spdiki B
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a) b)
Wykres 4.1 Rozklady prawdopodobienstwa stop zwrotu akcji spotki A a) oraz B b)

Z obliczonych wartosci oczekiwanych stop zwrotu wynika, ze inwestowanie
w obie spolki jest tak samo atrakcyjne (ten sam oczekiwany ,,zysk”).
Analiza wykresow 4.1a) i 4.1b) pozwala jednakze stwierdzi¢, ze w
przypadku akcji spolki A mozemy rownie dobrze duzo zyskac¢ (60% z
prawdopodobienstwem 0.1) jak i duzo straci¢ (-40% z
prawdopodobienstwem 0.1). Dzieje si¢ tak dlatego, ze rozrzut mozliwych
wartosci stopy zwrotu wokol oczekiwanej stopy zwrotu (R,=10%) jest duzy.
Takiej zlej cechy nie posiada rozklad stopy zwrotu spolki B. Wida¢ z
wykresu 4.1b, ze w najgorszym przypadku mozemy ani nie straci¢, ani nie
zyska¢ (dla R;z=0%) natomiast w najlepszym przypadku wprawdzie
zyskujemy ,,tylko” 20% (czyli mniej niz dla najlepszego przypadku dla
spolki A, tzn. dla R;,=60%), ale mamy mniejszy rozrzut mozliwych
wartosci stopy zwrotu wokol wartosci oczekiwanej (tzn. wokol Rz=10%).
Dlaczego? Poniewaz z akcja B wigze si¢ znacznie mniejsze

ryzyko, niz z akcja A.
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Im wig¢ksze zroznicowanie mozliwych stop zysku,
tym wig¢ksze ryzyko zwigzane z dang akcja.

Powstaje zasadniczy problem:
Jak zmierzy¢ ryzyko,
jak wyrazi¢ je syntetycznie za pomocg jednej liczby?

Ryzyko zwigzane z dang akcja mozna zmierzy¢ za pomoc3g
wariancji stopy zysku okreslonej wzorem:

(4.3) V= Zpi'(Ri _R)Z

gdzie:
V — wariancja stopy zwrotu;
R — oczekiwana stopa zwrotu.

Czesciej stosuje si¢ inng miar¢ ryzyka, mianowicie odchylenie
standardowe s stopy zwrotu (standard deviation of returns):

(4.4) S=x/7=\/ipi-(Ri—R)2

gdzie:
s — odchylenie standardowe stopy zwrotu.

Odchylenie standardowe wskazuje przeci¢gtne odchylenie
mozliwych stop zwrotu od oczekiwanej stopy zwrotu, przy czym
im wigksze jest odchylenie standardowe, tym wi¢ksze ryzyko.

Ze wzoru (4.3) oraz Tabeli 4.1 mamy:
- dla akcji spolki A

7, =0.1-(0.6—0.1)> +0.2-(0.3—0.1)> + 0.4-(0.1-0.1)* +
0.2-(=0.1-0.1)> +0.1-(=0.4—0.1)> = 0.066
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- dla akcji spolki B
Ve = 0.1-(0.2-0.1)> +0.2-(0.14-0.1)> + 0.4-(0.1-0.1)> +

0.2-(0.06—0.1)> +0.1-(0—0.1)> =0.00264
oraz ze wzoru (4.4):

s, =V, =4/0.066 = 0.257 = 25.7%
55 =4V =+/0.00264 =0.051=5.1%

Powyzsze obliczenia potwierdzajg fakt zaobserwowany na
wykresie 4.1, ze akcje spolki B cechuja si¢ 5-cio krotnie mniejszym
ryzykiem, bo sz<s,.

Portfel akcji

Gdy inwestor kupuje kilka akcji, istotne jest powigzanie ich
stop zysku, mierzone za pomocga wspolczynnika korelacji. Dla
dwoch akcji, oznaczonych numerami 1 i 2, wspolczynnik korelacji
okreslony jest wzorem:

N pi'(Ri_R)'(Ri_R)
101,222 1 1 2 2
i=1 S1°8,

(4.5)

Rozwazania nasze oprzemy o tzw. portfel dwuskladnikowy, tzn.
skladajacy si¢ z akcji tylko dwoch spotek.

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

S1, 82 - odchylenia standardowe stop zwrotu akcji spolki 1 i 2;

R;, R;- oczekiwane stopy zwrotu akcji spolki 1i 2;

P12 - wspolezynnik korelacji stop zwrotu akcji obu spotek;

wy, W - udzialy akcji obu spolek w portfelu, przy czym?: w;+w,=1.
Oczekiwana stopa zwrotu R, portfela akcji dwoch spolek dana
jest wzorem:

(4.6) R,=w R +w,-R,

? Przypadek, gdy wykluczamy krotka sprzedaz. Wowczas udzialy akcji w portfelu sa liczbami nieujemnymi.
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Wariancja V), stopy zwrotu portfela dwuskladnikowego wyraza
si¢ wzorem:

2 2 2 2
4.7) V,=wWy -S| +Wy -85 +2-W, W, -5, -8, - Py,

Z. Kkolei odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela
dwuskladnikowego liczymy nast¢gpujaco:

(4.8) s, =V,

Przyklad 4.2 (decyzyjne zadanie inwestycyjne jako zadanie PN)

Rozpatrzmy zagadnienie doboru optymalnego n-skladnikowego
portfela akcji. Chodzi zatem o to, aby tak dobraé udzialy
poszczegolnych akcji w portfelu, by:

e stopa zwrotu portfela R, (por. wzor (4.6)) byla jak najwigksza;

e ryzyko portfela V, (mierzone za pomocq wariancji stopy zwrotu
portfela (por. wzor (4.7))) bylo jak najmniejsze.

Tak zdefiniowany problem decyzyjny jest problemem
dwukryterialnym, trudnym do rozwigzania w tej postaci.
Najczesciej problem ten analizuje si¢ jako dwa uproszczone
problemy jednokryterialne:
e problem I - ustali¢ taki portfel akcji, aby:

a).stopa zwrotu portfela byla jak najwi¢ksza;

b). ryzyko portfela bylo nie wi¢gksze niz ustalony dopuszczalny

prog wartosci.

e problem II - ustali¢ taki portfel akcji, aby:
a).ryzyko portfela bylo jak najmniejsze;
b).stopa zwrotu portfela byla nie mniejsza niz ustalony
dopuszczalny prog wartosci.
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Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

n — liczba akcji w portfelu;

R; — oczekiwana stopa zwrotu akcji i-tej spolki (por. (4.2)), [ = Ln ;
x; — udzial akcji i-tej spolki w portfelu, i =1,7;

s; — odchylenie standardowe akcji i-tej spolki (por. (3.3.6)),
i=ln;

p; — wspolezynnik korelacji miedzy akcja i-tej i j-tej spolki,
i=Ln,j=Ln;

R,.,, — dopuszczalny (dolny) prég wartosSci oczekiwanej stopy
zwrotu  portfela;

Voiop — dopuszezalny (gorny) prog wartoSci wariancji stopy
zwrotu  portfela.

Oba podproblemy mozna zdefiniowac¢ nast¢pujgco:
e podproblem 1 - wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych
decyzyjnych (udzialow) x;, aby:

(4.9) Z.X'i ° Ri —> max
i=1

przy ograniczeniach:

n n-1 n
2 2
(4.10) Z;Xj TS +2'le lej 80X S Py SV
j= i=l j=i+
@.11) 2% =1
i=1
(4.12) x, 20, i=ln

Zadanie (4.9)+(4.12) ze wzgledu na warunek (4.10) jest nieliniowym
zadaniem decyzyjnym, trudnym do rozwiazania. Funkcja celu (4.9) opisuje
oczekiwang stopg zwrotu z portfela. Warunek (4.10) odpowiedzialny jest za to,
ze ryzyko portfela (mierzone za pomoca wariancji stopy zwrotu portfela) nie
przekroczy warto$ci dopuszczalnego progu. Warunek (4.11) zapewnia to, ze
udzialy w portfelu musza si¢ sumowac do jednosci (inaczej: do 100%).
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podproblem II - wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych
decyzyjnych (udzialow) x;, aby:

n n-1 n
2 2 .
4.13) 2% 5]+ 22, D%, 08, %, 5, - py = min
j:

i=1 j=i+l

przy ograniczeniach:

(4.14) 2% R 2R,
i=l1
(4.15) 2% =1
i=1
(4.16) x, 20, i=ln

To zadanie jest rowniez zadaniem nieliniowym, gdyz nieliniowo$¢ wprowadza
funkcja celu (4.13). Minimalizuje ona wariancje stopy zwrotu z portfela.
Warunek (4.14) zapewnia to, ze stopa zwrotu z portfela bedzie nie mniejsza niz
ustalona wartos¢ progowa R,q,,. Warunek (4.15) zapewnia to, ze udzialy w
portfelu musza si¢ sumowac do jednosci (inaczej: do 100%).

Zbudujmy optymalny portfel skladajqcy sie¢ z akcji dwoch spotek A i

B, ktore charakteryzujq si¢ nastepujqcymi parametrami:

e oczekiwane stopy zwrotu dla obu spolek wynoszq odpowiednio:
R .=0.0209, Rg=0.0095;

e odchylenia standardowe stopy zwrotu dla obu spolek wynoszq
odpowiednio: s,=0.0547, sg=0.0361;

o wspolczynnik korelacji miedzy akcjami spotki A i B wynosi:
pAB=0°5°

Pierwszy inwestor oznajmil, Ze zadowoli go takie rozwiqzanie, ktore

zapewni mu maksymalnq stope zwrotu 7 portfela, przy Ssrednim

odchyleniu moZliwych stop zwrotu 7 portfela od wartosci

oczekiwanej nie wigcej niz 0 4%. Drugi inwestor nie chce ryzykowad,

interesuje go wigc taki portfel, ktory minimalizuje ryzyko. Wymaga

przy tym stopy zwrotu z portfela nie mniejszej niz 2%.
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Dla pierwszego inwestora mamy wi¢c nastgpujace zadanie
optymalizacji:

wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych decyzyjnych (udzialow) x,
oraz xp, aby:

(4.17) x,-0,0209 + x, -0,0095 — max

przy ograniczeniach:

4.18) x°-0,0547° +x,-0,0361° +2-x,-0,0547-x, -0,0361-0,5<0,04°
( ) A B A B

(4.19) X, +x,=1
(4.20) Xy %520

Rozwiazujac to zadanie otrzymujemy nastgpujace rozwiazanie optymalne:

X, = 0.518 , Xp = 0.482 oraz wartosé funkcji celu (oczekiwana stopg zwrotu

z portfela) rowna 0.0154, czyli 1.54%. Jest to maksymalna mozliwa do
osiagnigcia oczekiwana stopa zwrotu z portfela przy ryzyku (wariancji stopy
zwrotu z portfela) nie wigkszym niz 0.04%.

Z. kolei dla drugiego inwestora mamy nastepujace zadanie
optymalizacji:

wyznaczy¢ takie wartosci zmiennych decyzyjnych (udzialow) x,
oraz xp, aby:

4.21) x7,-0,0547% +x;-0,0361* +2-x,-0,0547-x, -0,0361-0,5 — min
(4.21) x, 3 4 5

przy ograniczeniach:

(4.22) x,-0,0209+ x,, -0,0095 > 0,02
(4.23) X,+xp =1
(4.24) XX 20
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Rozwigzujac to zadanie otrzymujemy nast¢pujgce rozwigzanie

optymalne: x,=0.921, x,=0.079 oraz warto$¢ funkcji celu
(wariancj¢ stopy zwrotu z portfela) rowna 0.00269. Jest to
minimalna mozliwa do osiagni¢cia wartos¢ ryzyka (mierzonego za
pomoca wariancji stopy zwrotu z portfela), przy zapewnieniu
poziomu dochodow nie mniejszego niz 2%.

Nalezy zauwazyé¢, ze przyjecie zbyt wysokiej minimalnej stopy
zwrotu z portfela R,,,, prowadzi do sprzecznosci zadania lub
portfela akcji o bardzo duzym ryzyku (w zadaniu (4.21)+(4.24)).
Podobnie przyjecie zbyt niskiego poziomu ryzyka V,,,, w zadaniu
(4.17)+(4.20) spowoduje badz niemoznos¢ spelnienia ograniczen,

badz znalezienie portfela akcji o bardzo malym dochodzie.

Przydatnos¢ proponowanych modeli dla wyznaczania
optymalnego portfela akcji zalezy od wiarygodnosci informacji,
tzn. od tego, czy dysponujemy dobrymi szacunkami dotyczacymi
przyszlosci lub czy mozna wykorzystac¢ dane z przeszlosci do
podejmowania decyzji dotyczacych przyszlosci.

10
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WEASNOSCI ZADAN
PROGRAMOWANIA NIELINIOWEGO

Typy zadan

Zadanie decyzyjne postaci:
f(x)—>max, (4.25) |f(x)—>min, (4.25)
przy ogr. przy ogr.

gl.(x)ZO(izl,...,m), (4.26) gl.(x)SO(i:I,...,m), (4.26)
gi(x)zO(iszrl,...,r), (4.27) gi(x)zO(iszrl,...,r), (4.27°)

nazywamy zadaniem programowania nieliniowego (PN), jezeli
funkcja celu f(x) lub chociaz jeden z warunkow ograniczajacych

g,-(X) sa nieliniowe, przy czym X =(X,...,X,) oznacza n-
wymiarowy wektor zmiennych decyzyjnych.

W programowaniu nieliniowym podstawowe znaczenie maja dwa
rodzaje funkcji: funkcja wypukla i funkcja wklgsta.

Wykresy funkcji wypuklej oraz funkcji wkleslej
przedstawiono na rysunku ponizej.

x2 0.5x12-4x+10

5 4
I

2 4 6 8 EET I
-2
— xi ~0.5%172:4x -6
2 4 6 8 10

funkcja wypukla funkcja wklesta

BN w I

11
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Mozna  wyrozni¢c dwa  podstawowe typy zadan
programowania nieliniowego:

1. zadania programowania wypuklego (PW),

2. zadania programowania niewypuklego (PNW).

Zadaniem programowania _wypuklego nazywamy takie
zadanie programowania nieliniowego, w ktorym:

- minimalizujemy wypukla badz maksymalizujemy wklesla
funkcje celu,
- zbior rozwiazan dopuszczalnych jest zbiorem wypuklym.

Kazde inne zadanie programowania nieliniowego nazywamy
zadaniem programowania niewypuklego.

Wsrod zadan programowania wypuklego szczegolne
znaczenie zajmuja zadania programowania kwadratowego,
a wsrod zadan programowania niewypuklego — zadania
programowania wkleslego.

Zadaniem programowania Kkwadratowego nazywamy
zadanie PW, w ktorym:
- funkcja celu jest funkcja kwadratowa,

- wszystkie funkcje &; (X) sq liniowe (zbior rozwiagzan
dopuszczalnych jest wieloscianem wypuklym),

Zadaniem programowania wkleslego nazywamy zadanie
programowania niewypuklego, w ktorym:
- minimalizujemy wklesta badz maksymalizujemy wypukla
funkcje celu,
- zbior rozwigzan dopuszczalnych jest wieloScianem
wypuklym.

Identyfikacja typu zadania jest bardzo istotna, pozwala bowiem
okresli¢ trudnosci, jakie moga wystapic¢ przy szukaniu
rozwiazania optymalnego, oraz wybra¢ odpowiednia
metod¢ rozwigzania.

12
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Warunki optymalnosci Kuhna-Tuckera (K-T)

Dla zadan programowania nieliniowego warunki optymalnosci
rozwigzan okresla twierdzenie Kuhna-Tuckera.

TWIERDZENIE Kuhna-Tuckera (K-T)

Jezeli X  jest rozwiazaniem optymalnym zadania (4.25) —
(4.27), to spelnione sa nastepujace warunki’:

(a) X jest rozwiazaniem dopuszczalnym, czyli:
gi(x*)z 0 (i = 1,...,m),
4.28) g.(x*)Z 0 (i =m+ 1,...,r),

1

A.20, dlai=1,...,m
A. —dowolne,dlai=m+1,...,r

@29 ) )=0(i=1,...,m)

@300 V. ()24 V.8 (x)=0
i=l1
gdzie 0 oznacza n-wymiarowy wektor zer.

Warunki typu (a) okreSlajag spelnienie ograniczen. Jezeli ktore§ z
ograniczen mialoby zwrot ,,<”, to nalezy to ograniczenie pomnozy¢ przez —
1. Podobnie, jesli funkcja celu f{x) podlegalaby minimalizacji, to nalezy ja
przemnozy¢ przez —1 i funkcja —f(x) podlega wowczas maksymalizacji’.

W warunkach typu (b) mnozniki 4; musza by¢ nieujemne tylko dla
warunkow zadania PN w postaci nierownosci, przy czym, gdy warunek jest
spelniony z ostra nierownoscia, to z (4.29) wynika, ze odpowiadajacy mu
mnoznik 4; musi by¢ rowny zero.

Warunkéw typu (c) jest tyle, ile elementéw (zmiennych) ma wektor x (czyli

n).

* Uwaga! W literaturze spotyka si¢ rozne, rownowazne, definicje warunkow K-T.
* Wynika to z tego, Ze: min f(x) = — max (—f(x)).
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Symbol V. f (X) oznacza gradient funkcji f(x), czyli wektor
pochodnych czastkowych tej funkcji, tzn.:

v, /(%)= (af () orlx) 8f(x)j

ox, ox, = ox
oraz V,g, (X) oznacza gradient funkcji g,(x):

ngi(x):(agi(X) 0g,(x) _agi(X)j

b 2%
X, ox, ox,,

n

gdzie:

of (x)
o - pochodna czgstkowa funkcji f wzgledem j-tej
j
skladowej wektora x,
0g,(x) ) o
o - pochodna czastkowa funkcji g; wzgledem j-tej

J

skladowej wektora x.

Zapisujac warunek typu (¢) w postaci skalarnej otrzymamy n
nastepujacych warunkow:

), e, k), o ael)

ox, ox, ox, T ox
M-I—ll .@g1—<x*>+ﬂ42 .M+.._+lr ._agr(x*)zo
ox, ox, ox, ox,

(4.30a)

af(x*)+l -ﬁgl(x*)Jr}L -ag2(x*)+...+/1 -ﬁgr(x*):o
Ox boox P ox T ox

n n n n
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Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Warunki rozniczkowe Kuhna-Tuckera s3 warunkami
koniecznymi__optymalnosci_(nie s3, w_ogolnym przypadku,
warunkami _wystarczajacymi). Kazde rozwiagzanie optymalne
zadania programowania nieliniowego musi spelnia¢ warunki
(a)-(c), ale rozwiazanie spelniajace te warunki niekoniecznie jest
optymalne.

Istotne jest, ze dla zadan programowania wypuklego
warunki Kuhna-Tuckera s3 warunkami wystarczajacymi.

Jezeli rozwigzanie  dopuszczalne spelnia  warunki
rozniczkowe Kuhna-Tuckera, to jest rozwiazaniem optymalnym.
Jezeli natomiast warunkow nie spelnia, to nie jest rozwigzaniem
optymalnym.

Mozna zatem powiedzied, ze:

e Dla zadan programowania wypuklego
warunki Kuhna-Tuckera pozwalaja jednoznacznie ocenié, czy
badane rozwiazanie jest optymalne.

e Dla zadan programowania niewypuklego
warunki Kuhna-Tuckera sa spelnione przez kazde rozwigzanie
bedace ekstremum lokalnym, wobec tego nie mozna wnioskowac,
czy otrzymane rozwijzanie jest rozwigzaniem optymalnym
(globalnie).
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Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Przyklad 4.3

Rozwazimy zadanie programowania nieliniowego:

(4.31) f(x)=3-x* > max,
przy ogr.
4.32) —1<x<2

Wykres funkcji celu (4.31) przedstawiono na rysunku.

f<x>
|

4/

/,

-1} 3x"2
Funkcja celu (4.31) jest wklesla, a zadanie jest na
maksimum, wig¢c jest to zadanie programowania wypuklego. Z

rysunku wynika, ze optymalnym rozwigzaniem zadania (4.31) —
(4.32) jest punkt x =0, z maksymalng wartoscia funkcji celu

fix)=3.
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Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Zapiszmy warunek (4.32) w konwencji przyjetej w
programowaniu nieliniowym:

gl(x)=2—x20,
g, (x)=x+1>0.

Dla zadania (4.31) — (4.32) warunki Kuhna-Tuckera maja postac:
(a) 2-x20, x+1=0,

b) 4.4>0, 4-2-x)=0, A,-(x+1)=0,
© —2x+A-(-1)+4,-1=0
bo V./(1)=V,(-+)
ngl x):vx(z_x)

V.8 (x)=V (x+1)

(3 —x’ )’ =-2X oraz
-1
1

~—~
Il

Jedynym punktem ze zbioru rozwigzan dopuszczalnych, ktory
spelnia warunki Kuhna-Tuckera (a)-(c), jest x=0 z mnoznikiem
=0, A,=0. Punkt x'=0 jest rozwiazaniem optymalnym zadania
(4.28)—(4.29)

(ale nie jest wierzcholkiem zbioru rozwigzan dopuszczalnych !).

WNIOSEK!
Rozwigzanie optymalne zadania programowania wypuklego nie
musi znajdowa¢ si¢ w wierzcholku lub na brzegu zbioru
rozwigzan dopuszczalnych (tak, jak to bylo w przypadku zadan PL).
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Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Przyklad 4.4

Z elektrocieplowni energia przesylana jest do dwoch
zuiywajqcych jq zaktadow produkcyjnych. Funkcja kosztow
przesylania energii do tych zakladow w zaleinosci od wielkosci
przesytu (odpowiednio, do zaktadu I — x;, i do zaktadu Il — x,) dana
jest wzorem:

f(xl,xz): 5x) —8x,-x, +7xs —12x, —4x, +81

Rozdzielié dziennq produkcje energii wynoszqcq 16 MWh pomiedzy
te dwa zaklady tak, aby minimalizowaé koszty przesylu energii.
Rozwigzanie

Zgodnie z trescia, zadanie do rozwigzania jest nastepujace:

(4.33) £, x,)=5x" —8x, - x, +7x3 —12x, —4x, +81 — min
przy ograniczeniach:

(4.34) g/(x,x,)=x +x,=16
(4.35) & (x,%,)=x20
(4.36) g,(x,%,)=x,20

Wykres funkcji celu (4.33) przedstawiono ponizej.
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Ekonometria dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Najpierw musimy zapisa¢ zadanie (4.33)-(4.36) w rownowaznej
postaci, jako zadanie typu (4.25)-(4.27), gdyz podane w (4.28)-
(4.30) warunki Kuhna-Tuckera dotyczg zadania postaci (4.25)-
(4.27). Otrzymamy zadanie:

(4.33”) f(xl,xz) = —5x] +8x, - x, —7x5 +12x, + 4x, —81 —> max
przy ograniczeniach (4.34)-(4.36).
Warunki Kuhna-Tuckera dla tego zadania sa nastepujace:

(a) x +x,-16=0,

X, >0,
X, >0
(b) 420 4,20
A, -x,=0
Ay -x, =0

I —10x,+8x,+12+ 4, +4,=0
© | 8y —14x, 4442 +4,=0

Warunek (¢).I otrzymaliSmy obliczajac:

6f(x1,xz)+/11.ﬁgl(xl,xz)_Fﬂz.ng(xl,xz)_l_ﬂ}.5g3(x1,xz)
ox, ox, Oox, ox,

natomiast warunek (c).II obliczajac:

af(xlaxz)_i_/II.agl(xlaxz)_i_ﬂz.agz(x1ax2)+/13 . ag3(x19x2)
ox, ox, ox, ox,

gdzie:
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Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Ploxy) —10x, +8x, +12 —af(xl’xz):sx1 —l4x, +4
ox, ox,
ag1(xlaxz)=1 agl(xDXZ):l
ox, 0x,
agz(xlaxz)zl agz(xlaxz)zo
ox, 0x,
8g3(x1,x2)20 a5:-73()519352):1
ox, 0x,

Rozwigzanie ukladu rownan i nierownosci okreslonego przez
warunki (a)-(c) mozemy dokona¢ np. poprzez przyjmowanie
pewnych zalozen co do wartosci mnoznikow 4;, a nastepnie
sprawdzanie, czy spelnione sa wszystkie warunki (a)-(c).
Przyjmijmy na poczatek, ze 4, =4; =0, Przy tych zalozeniach
otrzymujemy, ze spelnione sa warunki typu (b) oraz pozostaje
nam do rozwigzania nastepujacy uklad rownan (przy czym
musimy pamie¢taé, ze otrzymane wartosci zmiennych x; x, muszg
by¢ nieujemne, aby spelni¢ pozostale dwa zalozenia wynikajgce z
warunku typu (a)):

(a) X +x,—16=0

—10x, +8x, +12+ 4, =0
(©) 8x, —14x,+4+4, =0

Eliminujemy A, z (c.I) i (c.II) poprzez pomnozenie (c.I) przez (-1) i
dodanie stronami obu rownan:

10x, —8x, =12 -
{le ldx, 444 4 = o)

Otrzymamy:
18x, —22x,-8=0
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Wyklad nr 5: Optymalizacja nieliniowa

Dodajac rownanie (a) otrzymujemy uklad rownan:

I [18x,—22x,-8=0
Il |x,+x,-16=0

Z réwnania II wyznaczamy X, =16—x, i wstawiamy do I,
otrzymujac:

18x, —22-(16 —x,)—8=18x, —352+22x, -8 =0
40x, =360 /:40 —» x1=9

oraz
X, =16-1x -5  x2=7
A,=10-x,-8-x,-12 5 A ,=22

OtrzymaliSmy nast¢pujace rozwigzanie: xl* =9, X; =7, /%* =22,
/f; = /1: =0. Zauwazmy, ze wszystkie warunki typu (a)-(c) dla
otrzymanego rozwigzania s3  spelnione, zatem  para

xl* ,x; =(9,7) jest rozwigzaniem optymalnym problemu (4.33)-
(4.36). Wartos¢ funkcji celu (4.33) dla otrzymanego rozwigzania

jest maksymalna i wynosi f|x;,x; )=189.
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