Badania operacyjne dr inz. Zbigniew Tarapata

S.

Wyklad nr 5: Optymalizacja grafowo-sieciowa

OPTYMALIZACJA GRAFOWO-SIECIOWA

Definicja grafu

Pod pojeciem grafu G rozumiemy nastgpujaca dwojke

uporzadkowana (definicja grafu Berge’a):

(5.1)

G=W.U)

gdzie:

W — zbior wierzchotkow grafu,
U — zbior tukow grafu, U c W xW |
u(x,y)eU < xeW Ay eW A istieje przejicie z x do y.

Za pomoca grafu mozemy opisywac (modelowac) wszelkiego rodzaju
obiekty rzeczywiste (obiekty fizyczne, zjawiska, procesy itp.), ktore
posiadaja pewne cechy (wierzchotki grafu) i pewne relacje miedzy
cechami (tuki grafu).

Typowe reprezentacje obiektow rzeczywistych za pomocg grafow:

Struktura sieci drog (wierzchotki - miasta lub skrzyzowania, tuki
— odcinki drog);

Struktura dowolnego systemu (wierzchotki — elementy systemu,
tuki — powiazania migdzy elementami systemu);

Mapa polityczna S$wiata (wierzchotki — panstwa, tuki —
sasiedztwo migdzy panstwami);

Struktura przedsiewzigcia (wierzchotki — zdarzenia, tuki -
cZynnosci);

Problem przydzialu np. pracownikéw do zadan (wierzchotki —
pracownicy 1 zadania do wykonania, tuki — zdolnos$¢ pracownika
do wykonania zadania);

Drzewo genealogiczne (wierzchotki — osoby, tuki — relacja typu
,rodzic-dziecko”).
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Przyklad grafu

Rys.5.1
Dla tego grafu mamy:

W =1{1,2,3,4,5}

U =1(12).(2:5).3.2).3.4)(4.5);

Graf ten moze opisywac np. strukture sieci drog osiedlowych, gdzie
wierzchotkami grafu sa skrzyzowania (i zakrety) drog, a tuki wskazuja
odcinki drogi 1 kierunek jazdy migdzy dwoma sasiednimi
skrzyzowaniami.

Graf spojny to taki graf, w ktorym miedzy kazda para
wierzchotkow  istnieje  marszruta (czyli ciag naprzemienny
wierzchotkbw 1 lukow rozpoczynajacy si¢ w  wierzchotku
poczatkowym (jeden z wierzchotkow pary) 1 kohczacy si¢ w
wierzchotku koncowym (jako drugi wierzchotek pary), przy czym
zwrot tukow nie gra roli).

Graf antycykliczny (acykliczny) to taki, w ktorym nie mozna
wyj$¢ z dowolnego wierzchotka 1 powrdci¢ do niego za pomoca drogi
(marszruty, w ktorej kierunek tukow gra rolg).
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Definicja sieci

Sie¢, to graf opisany ilosciowo, tzn. jest to taki graf, w ktorym
zostaty opisane pewne funkcje na wierzchotkach 1 (lub) na tukach.

(o)

Przvklad sieci

Rys.5.2
Mamy graf zdefiniowany jak poprzednio:

W =1{1,2,3,4,5}

U =1(12).(2:5).3.2).3.4)(4.5);

1 dodatkowo funkcje opisana na kazdym tuku, ktéra opisuje np.
dhugos¢ tuku (czyli dlugos¢ odcinka drogi taczacego sasiednie
skrzyzowania (zakrety)).
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MODEL SIECIOWY PRZEDSIEWZIECIA

Rozwaza¢ bedziemy przedsigwzigcie jako wyodrgbniony zbior
czynnos$ci powigzanych ze soba technologia, tj. sposobem wykonania.
Owa technologie nazywac¢ bedziemy strukturq, odwzorowanie zas
przedsigwzigcia — projektem.

Projekt przedstawia¢ bedziemy w postaci tzw. sieci czynnosci.

DEFINICJA 5.1

Sie¢ czynnosci to graf spojny acykliczny, ktory ma jeden
wierzcholek poczatkowy 1 jeden wierzchotek koncowy. Luki sieci
reprezentuja czynnosci, wierzchotki za§ zadania.

Przyklad 5.1

Przedstawimy projekt wprowadzenia nowego produktu na rynek.
Przedsigwzigcie takie sktada si¢ z czynnosci dotyczacych sfery
projektowania produkcji, jak rowniez dziatan zwiazanych z badaniem
rynku. Zestaw takich czynno$ci przedstawiono w tabeli ponize;.

Tabela 5.1
Czy (’Z’;,ZSCZ Nazwa czynnosci
(1,2) a — badanie popytu na rynku
(1,3) b — nabycie surowcOw na prototypy
(3,4) ¢ — wyprodukowanie prototypow 1 ocena ich jakosci
4,5) d — nabycie surowcoOw do produkcji

(4,6) e — wybor opakowan
4,7) f — analiza kosztow produkcji
(8,9) g — proces produkcji wyrobu
(10,11  |h —wysyltka do sklepow
(6,10) 1 —reklama 1 zbieranie zamowien
(5,9) J — nabycie opakowan
(9,10) k — pakowanie wyrobu gotowego
| — analiza ekonomicznych parametréw decyzji po
(7,8) . .
podjeciu produkcji
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KONSTRUKCJA SIECI CZYNNOSCI

Do wykreslenia sieci czynnosci dla dowolnego projektu
niezbe¢dne sa informacje dotyczace czynnosci wchodzacych w sktad
przedsigwzigcia oraz ustalenie kolejnos$ci ich wystepowania.

Zasady tworzenia sieci czynnosci:

1.  zdarzenie poczatkowe nie ma CzZynnosci
poprzedzajacych,
2.  zdarzenie koncowe nie ma czynnosci nastgpujacych,

3. dwa kolejne zdarzenia moga by¢ potaczone tylko jedna
CZynnoscia,

4.  wszystkie zdarzenia w sieci, z wyjatkiem poczatkowego
lub koncowego, powinny by¢ poczatkiem 1 koncem co
najmniej jednej czynnosci.

Etapy konstruowania sieci czynnosci:

1. ustalenie listy czynnosSci,

2.  ustalenie zdarzenia poczatkowego 1 koncowego
przedsigwzigcia,

3.  okreslenie kolejnosci wykonywania czynnosci,

4. numerowanie wierzcholkow.
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Przyklad 5.2

Opisane wyzej postgpowanie zilustrujemy przyktadem budowy
sieci przedsigwzigcia dotyczacego przygotowania wystawy.

1. Ustalenie listy czynnosci.
W zadaniu tym mozna wyodrebni¢ nastgpujace czynnosci:

A — wybor lokalizacji wystawy,

B — przygotowanie eksponatow,

C — przygotowanie terenu wystawy,

D — przygotowanie stoisk,

E — dostawa eksponatow,

F — przygotowanie obstugi stoisk (ustalenie sktadu osobowego i
szkolenie),

G — urzadzenie stoisk wystawowych,

H — otwarcie wystawy.

2. Ustalenie zdarzenia poczatkowego i koncowego
przedsi¢wzigcia;
Zdarzeniem poczatkowym jest ,podjecie decyzji o urzadzeniu
wystawy”, a zdarzeniem koncowym ,,otwarcie wystawy”.
3. Okreslenie kolejnosci wykonywania czynnosci.

Nalezy dla kazdej czynnosci ustali¢:

- czynnosci poprzedzajace, czyli te, ktore powinny by¢ zakonczone
przed rozpoczeciem danej czynnosci,

- czynnosci rownolegte, tzn. te, ktore moga by¢ wykonywane
jednoczesnie z czynno$cia rozpatrywana,

- czynnosci nastepujace, tzn. te, ktore powinny si¢ rozpoczal po
rozpatrywanej czZynnosci.
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Powigzania migdzy czynnosciami dla rozpatrywanego
przedsigwzigcia przedstawiono w tablicy 5.2.
Tabela 5.2

Czynnosci bezposrednio:
poprzedzajace| nastgpujace
A (wybdr lokalizacji wystawy) - C,F
B (przygotowanie eksponatow)

C (przygotowanie terenu wystawy)
D (przygotowanie stoisk)

E (dostawa eksponatow)
F
G
H

Czynnosci

> Q>

(przygotowanie obstugi stoisk)
(urzadzenie stoisk wystawowych) E,
(otwarcie wystawy) F

T T Q| Q|0 |

4. Numerowanie wierzchotkow.

Przy numerowaniu wierzchotkéw sieci (zdarzen) nalezy
uwzgledni¢, ze nastepuja one w okreslonej kolejnosci oraz to, ze
zdarzenie _bedgce poczatkiem _czynnosci _powinno _mie¢ _numer
mniejszy _niz_zdarzenie, ktore jest koncem tej czynnosci. Strzatka
wskazujaca kolejnos¢ wykonywania czynno$ci powinna wigc
prowadzi¢ od zdarzenia o numerze mniejszym do zdarzenia o numerze
wiekszym. Uporzadkowanie wierzchotkow zgodnie z powyzsza
zasada mozna uzyska¢ za pomoca algorytmu porzgadkowania
warstwowego. Sie€¢ czynnoSci rozpatrywanego przedsigwzigcia
przedstawiono na rysunku 5.3.

' E

Rys.5.3
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ANALIZA SIECI Z FUNKCJA CZASU

Rozwazmy przedsigwzigcie opisane siecia czynnoS$ci, ktora

spelnia nastgpujace warunki:

1.

jest grafem prostym,

wierzchotki sa ponumerowane, 1, 2, ...n, w taki sposob, ze
jezeli i poprzedza j, to i<j (przypomnijmy, ze ten drugi
warunek oznacza, ze kazdy nastepnik ma numer wigkszy od
poprzednika),

kazdej czynnosci przedsigwzigcia (reprezentowanej w sieci
przez 1tuk) przyporzadkujemy nieujemna liczbg ¢; ktorag
interpretujemy jako czas wykonania czynnosci (i,j), gdzie i
reprezentuje poczatek czynnosci, a j jest wydarzeniem
koncowym.

Rozwazmy zbior Sciezek pelnych, tj. prowadzacych od

wydarzenia poczatkowego do wydarzenia koncowego, 1 oznaczmy go
przez S, przy czym zbidr ten jest niepusty 1 skonczony.

Na rys. 5.4 mamy trzy $ciezki petne, S = {S1 585583 },

gdzie:

Rys.5.4
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W sieci czynnosci kazdej Sciezce pelnej s, przyporzadkowany
jest jednoznacznie czas wykonania $ciezki:

(5.2) t(s,)= < 2.1

i,j>esk

DEFINICJA 5.2
Czasem_realizacji_projektu okreslonym przez czas trwania
czynnosci bedziemy nazywali czas ¢ :

(5.3) (" =max s,)

sieS

Dalej wprowadzimy istotne dla naszej analizy pojecie Sciezki
krytycznej. Podstawe analizy stanowi bowiem metoda Sciezki
krytycznej (ang. Critical path method - CPM).

DEFINICJA 5.3
Sciezka krytyczng w sieci czynnosci nazywamy Sciezke peina,
dla ktorej czas trwania jest najdtuzszy.

Biorac pod uwage powyzsze definicje, mozna powiedzie¢, ze
mozliwie najkrotszy termin realizacji przedsiewziecia okreslony
jest przez czas Sciezki Kkrvtycznej, tj. SciezKki pelnej, ktora w
przedsiewzieciu ma okreslony najdluzszy czas.

W sensie organizacji dzialan oznacza to, Ze nie mozna
zrealizowa¢ przedsigwzigcia wczesnie] (przy zatozeniu statej
struktury, jak 1 czasu wykonywania czynnos$ci) zanim nie wykona si¢
najdtuzszego, w sensie czasu, ciagu nastgpujacych po sobie czynnosci.
W naszym przypadku mamy: t(s,)=6, t(s,)=9, t(s;)=7. Sciezka
krytyczna jest Sciezka s,: (1,2), (2,3), (3.4), (4,5).

Czas wykonywania czynnos$ci zgodnie z ta S$ciezka okresSla
mozliwy najkrétszy termin zakonczenia przedsigwzigcia.
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Wygenerowanie sciezek petlnych 1 obliczenie czasu w duzych
sieciach o skomplikowanej strukturze, w tzw. sieciach gestych, nie
jest sprawa prosta, a poza tym nie umozliwia uzyskania odpowiedzi
na pytanie, jak powinny by¢ uporzadkowane w czasie poszczegdlne
czynnosci. Zatem niezbedne jest wyznaczenie planu wykonania zadan
w czasie, czemu sluzy procedura wyznaczania charakterystyk dla
zdarzen i czynnosci. Przedstawimy je w kolejnosci, najpierw dla
zdarzen, a potem dla czynnosci.

Charakterystyki dla zdarzen

DEFINICJA 5.4
Najwczesniejszy mozliwy termin zaistnienia zdarzenia
okreslony jest wzorem:

(5.4) t) = miax{tl.o +1, }, i<,

gdzie fio oznacza najwczesniejszy mozliwy termin wystapienia i-tego
zdarzenia bezposrednio poprzedzajacego zdarzenie j-ze.
Uwaga: #, =0,

DEFINICJA 5.5
Najpozniejszy dopuszczalny termin zaistnienia i-fego

zdarzenia, fil , Wyznaczony jest nastgpujaco:

(5.5) f; =min Vi—tyh <)

gdzie l‘} oznacza najpozniejszy dopuszczalny termin zaistnienia j-tego
zdarzenia, nastgpujacego po i-tym zdarzeniu, przy czym ! . <t lub
th =t

Uwaga

Najwczesniejszy 1 najpozniejszy termin zdarzenia koncowego sa
sobie rowne, gdyz zdarzenie to nie ma nastepnikow.

10
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DEFINICJA 5.6
Luz czasowy L; dowolnego zdarzenia i-tego okreslamy w
nastepujacy sposob:
(5.6) L=t -t
Uwaga

Luz czasowy zdarzenia wskazuje, ile moze opdzni¢ si¢ termin zaistnienia zdarzenia
bez wpltywu na termin zakonczenia realizacji projektu.

Charakterystyki dla czynnosci

DEFINICJA 5.7

Najwcze$niejszy mozliwy termin rozpoczecia czynnosci (i,j)
wyznacza najwczesniejszy mozliwy termin zajscia zdarzenia
poczatkowego tej czynnosci.

DEFINICJA 5.8
Najpozniejszy dopuszczalny termin rozpoczecia czynnosci

Jé . ja . 1
okres$lony jest przez roéznice ; —1; .

DEFINICJA 5.9
NajwczesSniejszy mozliwy termin zakonczenia czynnosci (i.j)

. o 0
wyrazony jest przez sume f; t7;.

DEFINICJA 5.10

Najpozniejszy dopuszczalny termin zakonczenia czynnosci
(i,]) okresla najpdzniejszy termin zajScia zdarzenia koncowego tej
CZynnosci.

DEFINICJA 5.11

Zapas calkowity Z. okreslony jest za pomoca roOwnania:
(5.7) 7, =0 =i =i,
Uwaga

Stanowi on rezerwg czasu, ktéry moze by¢ wykorzystany dodatkowo na wykonanie
danych czynnosci, bez wptywu na termin realizacji projektu.

11
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DEFINICJA 5.12
Zapas swobodny Z; okreslony jest rownaniem:

0

(5.8) Z,=t]—t ~t,
Uwaga

Wykorzystanie tego zapasu nie ma wplywu na zapasy zwigzane z
czynnosciami nalezacymi do danej Sciezki.

DEFINICJA 5.13
Zapas warunkowy Z,, okreslony jest nastgpujaco:

(5.9) Z,=t,—t —t,
Uwaga

Ta rezerwa czasu moze by¢ wykorzystana bez zmniejszania
zapasOow poprzednich, okreslonych dla danej $ciezki.

DEFINICJA 5.14
Zapas niezalezny Z, oblicza si¢ wedlug wzoru:

(5.10) Z,=t;—4 -1
Uwaga

Wykorzystanie tej rezerwy nie ma wplywu na zapas jakiejkolwiek
innej czynnosci.

Mozna wykazac, ze dla czynnoSci nalezacych do Sciezki krytycznej
wszystkie zapasy sa rowne zeru. Tym samym wydluzenie
jakiejkolwiek czynnosci krytycznej o jednostke powoduje opdznienie
terminu realizacji projektu o jednostke. W przypadku wystgpowania
jednej Sciezki, kazde skrocenie czasu trwania jednej z czynnosci
krytycznych o jednostke powoduje skrocenie o jednostke czasu
realizacji projektu.

Wyznaczone terminy zajscia zdarzen, terminy rozpoczecia i

zakonczenia czynnosci sktadaja si¢ na plan wykonania zadan w czasie
realizacji projektu zwany harmonogramem.

12
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Przyklad 5.3

Dla przyktadowej sieci przedstawionej na rys.5.4 harmonogramy
dotyczace zdarzen i czynno$ci zawarto w tabelach 5.3 1 5.4.

Tabela 5.3

Zdarzenia
I

£0

1

t)

L

1

S| O O ~
S| N NN
S| A B W

S| 0] o0 N

S| O] O W

Np. dla zdarzenia i=2
t) = max {tlo +t12}: 2

t, =min {té

L=t;,—-t]=2-2=0

Lyt — 1y, f=min {4-2,8-3}=2

Tabela 5.4
Czynnosci | Czas trwania Zapas czasu
i ] tl] ZC Zs Zw Zn
1 2 2 0 0 0 0
1 3 2 2 2 2 0
2 3 2 0 0 0 0
2 4 3 3 3 3 3
3 4 4 0 0 0 0
4 5 1 0 0 0 0

Np. dla czynnosci (2,4)
Z =t,—t)—t,=8-2-3=3
Z =t —t)—t,=8-2-3=3
Z =t,—t,-t,=8-2-3=3.

Z harmonogramow tych wynika, ze wszystkie zdarzenia naleza do $ciezki krytycznej, o
czym informuja nas ich luzy czasowe. Sciezke krytyczna tworza np. czynnosci: (1,2), (2,3),

(3,4),1(4,5). Ich zapasy czasu sa zerowe.

dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja grafowo-sieciowa
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PROBLEMY DROG EKSTREMALNYCH

Definicja drogi ekstremalnej

Droga ekstremalna w_sieci jest to ciag naprzemienny
wierzchotkow 1 tukow w grafie, rozpoczynajacy si¢ w wierzchotku
poczatkowym x” 1 konczacy sie wierzchotku koncowym x*,
charakteryzujacy si¢ tym, ze dlugos¢ drogi (mierzona, jako suma
dhugosci tukow wchodzacych w jej sklad) jest najmniejsza lub
najwicksza spoéréd innych drog z ¥ do x* w sieci (w drodze wazny
jest zwrot tukow).

Sie¢ standardowa dla problemu drog ekstremalnych:

(5.11) S =(G.2,{l})
gdzie:
[: U>R
l(u) — ,,koszt” galezi ueU;
Uu(’ ,xk)) — zbior galezi drogi u(x’ ,xk) z wierzcholka
X dox*;
k
12 L (ﬂ(xp’x )): > )  koszt” drogi u(:¥,x") .

uelU|u(x? ,x* ))

Definicja problemu wyznaczania drogi ekstremalne;j:
= D(xp ,x* )

(5.13a) F(y* (x7,x" )): u(xp’xgleiDn(xp,xk)F(y(x”,xk ))
lub
iy FlD)= | max PG a)

gdzie D(x Pox k) - zbior wszystkich drég prostych w G z x* do X

14
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Definicja problemu wyznaczania drogi ekstremalnej w sieci
jako zadania PLB:

Przyjmijmy oznaczenia:

N — zbi6r numerdow wierzchotkow grafu G, N=W ;

O=N/ {xp > xk} - zbior numerdw wierzchotkow grafu z pominig¢ciem
¥’ oraz x";

c;j — dugosé tuku uli, j)eU ;

-

0,

gdy i =j
c. =3 T, iesli 7 i do 7 brak nrzeiscia (dla zadan na min)
Y=o, jesli z i do j brak przejscia (dla zadan na max)
(wartosc  w przeciwnym przypadku

x; — zmienna decyzyjna binarna,

‘= 1, jezeli tuk u(i,j) nalezy do drogi ekstremalnej
710, w przeciwnym przypadku

Sformulowanie zadania optymalizaciji:

(5.14) Z ZCU. $X; > min(max)

ieN jeN

przy ograniczeniach:

Zxﬁ.—le.j =0, Vie(Q

JjeN JjeN
2 %y =1
(5.15), (5.16), (5.17)  jeN

x,=1Lx,€0l,VieN
];v] ' { }VjeN

15
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Przyklad 5.4

Dla sieci z rys.5.4 wyznaczy¢ droge najdluzsza z wierzcholtka
s=1 do t=5.
Mamy nastgpujace zadanie optymalizacji:

max 2x,, +2x;; +2x,; +3x,, +4x;, + x5
przy ograniczeniach:

Xip =Xy =Xy =0

Xi3 + Xy = X34 =0

Xpy + X34 = X45 =0

X, x5, =1

X5 =1

x, €01}, i=15, j=15

Rozwiazujac to zadanie (np. Solver’em =z arkusza Excel)
otrzymu{'emy:

=1 Stad droga optymalna (najdtuzsze; dtugosci)
f jest nastepujaca:
X3 =0
- 15253545
Xy =1
X5, =0 a jej dlugos¢ wynosi:
* _ 1
xi“ 2:-1+2-0+2-1+3:-0+4-1+1-1=9
Xys =1

—

16
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Sieci acykliczne — algorytm programowania
dynamicznego wyznaczania drogi ekstremainej

Wl xt)=2 w G =(wu' P

o Q(xp ) - zbior wierzcholkéw osiagalnych z X’ w G';
0 H(xk) - zbior wierzcholkow, z ktérych w G’ osiagalny jest x*;

a X = Q(xp )f\ H(X ‘ ) - zbiér wierzcholkéw, ktére moga
wystapi¢ w ,u(xp,xk); X= = nie istnieje ,u(xp,xk );

a G= <X U, P > - podgraf generowany przez XcW;

a Wo Wi, sW, —warstwy w Gy x* €Wy, x* eW,

a X ,-d()p =W, "X - zbiér tzw. stanéw dopuszczalnych w i-tym
etapie;
s U (x)= {MGUZ v <xa”»y>€1’}- zbiér
ye X

tzw. sterowan dopuszczalnych dla stanu x €X;

a m(u)- liczba tukéw w drodze u;

Funkcje etapowe:

o Flou)=1)+ F(vxu) . i=0.K-1

., F7(x)= extr [l(u)+ Fiil(y(x,u))]

ueUdop(x)
przy czym y(x,u)=yeX:<x,u,y(x,u)>eP
. uf(x)zu*:FZ.’K(x,u*)zF.*(x)

1

K
przy czym xeJXxis Felx)=0; ui(x)=2,
j=i
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Badania operacyjne dr inz. Zbigniew Tarapata

Wyklad nr 5: Optymalizacja grafowo-sieciowa

ALGORYTM

0. Przedstawi¢ graf G w ukladzie warstwowym (konstruujac
etapy);

1. Wyznaczyé X;'” dla kazdego etapu i = 1,K ;

2.

Dla kazdego wierzcholka x okresli¢ zbior U, (x), i=K-1;

. Dla kazdego wierzchotka x € X fk)p wyznaczy¢ F “(x) oraz u (x)

(sa to cechy wierzcholka x). Jezeli i=0, to przejscie do pkt. 4,

w przeciwnym przypadku i:=i — 1 i powtorz punkt 3;

. Koniec algorytmu.

Dlugo$¢ drogi ekstremalnej okre§la F (x*), a droge
ekstremalng wyznaczajg cechy u (%), poczawszy od wierzchotka

poczatkowego X7, zgodnie /4 wyrazeniem

X =2l () s=12.m(u),

Dendryt drog ekstremalnych = dla problemu drog
ekstremalnych przyjaé¢ x* — dowolne;
Antydendryt drog ekstremalnych = zamiana lukow na

przeciwnie skierowane.
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Badania operacyjne dr inz. Zbigniew Tarapata
Wyklad nr 5: Optymalizacja grafowo-sieciowa

PRZYKLAD
W sieci S wyznaczy¢ najdluzsza droge zx” =1 do x* =5.

X=1,x"=5, u,, (1,5 =2
V4

Qx)zQ(l {1,2,3,4,5.6,7)
- X =0(1)nTI(5) = {1,2,3,4,5,6}
)

5}
)=

M(x* )=T1(5) = 1,2,3.4,5.6}
xdr ={1}, xr ={2,4} Xdo {6}, X ={3 }Xd"
Udop(l :{”129”137”14} dop( :{u267u23} dop

Udop (4) {u4 3> u4 ] } Udop( ) dop {u6 3» Z’l6 5 }
Warto$¢ poszczegolnych funkcji etapowych F’ (x) oraz u’ (x)

przedstawia tabela.

np. dla x=6 mamy

X 5/3/]6 2 41
i- nr etapu 32 1]1]0 ; .
Oy e e s KO e [

i ”e{”6,3 o U s

4
0
u*(x) D |Hss|Uss|Uzs | Uas | U1z =maX{l(u@)+F;(3),l(u6,5)+F;(S)}z
y(x,u*(x)) @155 313 2| =max{l+24+0}=4

Z. przeprowadzonych w tabeli wyliczen wynika, ze dlugos¢
najdluzszej drogi u,,,.(1,5) wynosi I’ (ﬂmax (1,5)) = Fo*(l) =15.
Droga najdluzsza jest nastepujaca (z x’=1 do x*=5):

1> Uy — 2> U3 —> 3> U35 —35.
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