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Streszczenie

W artykule zaprezentowano symulacyjna metod¢ doboru optymalnego
zestawu parametrow w modelach wygladzania wykladniczego Browna.
Rozpatrzono trzy podstawowe modele Browna: prosty, klasyczny oraz
zmodyfikowana wersje klasycznego (zaproponowana przez Z. Pawlowskiego
w [9]). Za podstawe w metodzie symulacyjnej postuzyly trzy algorytmy
stochastycznego poszukiwania minimum funkcji  (minimalizacji  bledu
standardowego prognozy): najprostszy algorytm z losowaniem punktow probnych,
algorytm z wyznaczaniem kierunkéw poprawy oraz algorytm adaptacyjny. Dla
pierwszego z algorytméw podano oszacowanie liczby powtdrzen eksperymentu
symulacyjnego, przy ktorej uzyskamy wartosci parametrow modelu z zadana
doktadnos$cia, przy zadanym statystycznym poziomie ufnosci. Przedstawiono
porownanie szybkosci zbieznosci algorytmow do rozwiazania optymalnego oraz
doktadno$¢ oszacowan otrzymywanych z badanych algorytmow w zalezno$ci od
rodzaju modelu wygladzania, na podstawie danych historycznych dotyczacych
wartosci Warszawskiego Indeksu Gieldowego (WIG).

Wstep

Jednym z  podstawowych  probleméw  dotyczacych  budowy
prognostycznych modeli wygladzania wyktadniczego jest dobor odpowiednich
parametréw w tych modelach, tak aby minimalizowa¢ btad prognozy (np.
standardowy btad prognozy, $redni kwadratowy blad prognozy ex post).
W literaturze przedmiotu (np. [1], [3], [7], [11]) mowi sig, ze nalezy je dobraé
doswiadczalnie, np. poprzez przeprowadzenie serii  eksperymentow
komputerowych polegajacych na stosowaniu rdéznych kombinacji wartosci
parametrow a.€[0,1], Be€[0,1] (dla modelu Holta) lub ae€[0,1] (dla modelu
Browna) przy ustalonym kroku A zmiany wartoéci tych parametrow. Dla
przyktadu, w pakiecie programowym STATISTICA [10], w ktérym wystgpuje
modul prognozowania na podstawie szeregoéw czasowych, znajduje si¢ opcja tzw.
przeszukiwania sieciowego parametrow, polegajaca na tym, ze program powicksza
warto$¢ kazdego parametru od wartosci minimalnej do warto$ci maksymalnej co
ustalony przyrost A jego wartosci i dla kazdej kombinacji warto$ci parametrow
obliczana jest suma kwadratow réznic (6) miedzy warto$ciami zaobserwowanymi
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i prognozowanymi (wygtadzanymi). Na tej podstawie wybierana jest najlepsza
kombinacja wartosci parametrow minimalizujaca sume¢ kwadratow réznic. Nalezy
sobie jednak zdaC sprawe, ze przestrzen poszukiwan warto$ci parametrow przy
takim podejsciu moze by¢ bardzo duza. Gdyby$my np. w modelu Holta probowali
dobra¢ najlepsza par¢ wspolczynnikow o, B (ze wzglgdu na minimalizacjg
standardowego btedu prognozy) przy przyjetym kroku A zmiany wartosci tych
wspbteczynnikow rownym 0.001, to nalezaloby sprawdzié 1000 par wartosci tych
wspotczynnikéw! Z kolei dla A=0.01 nalezatoby wykonaé ,,tylko” 100* sprawdzen.
Powracajac do pakietu STATISTICA, dodatkowym ograniczeniem jest fakt, ze
maksymalna liczba kombinacji warto$ci parametrow, ktéra mozna tam sprawdzié
jest ograniczona i wynosi 8000.

Zadanie doboru optymalnych parametréw minimalizujacych warto$¢ funkcji btedu
prognozy mozna réwniez sprowadzi¢ do zadania optymalizacji nieliniowej lub (dla
szczegolnych postaci funkcji bledu prognozy) do zadania optymalizacji liniowej,
co zostanie pokazane w dalszej czg$ci artykutu (rozwigzanie takiego zadania moze
by¢ znalezione np. poprzez uzycie dodatku Solver w arkuszu MsExcel). Obie
metody wiaza si¢ jednak z pewnymi niedogodno$ciami zwigzanymi albo z ich
efektywnoscia (metody optymalizacji nieliniowej i liniowej), albo z ich zbieznoscia
(lub raczej brakiem zbiezno$ci) do minimum rozpatrywanej funkcji (metody
optymalizacji nieliniowej). Z tego tez powodu, jak rowniez w przypadkach, kiedy
przestrzen poszukiwan parametrow jest duza przydatne moga okazaé si¢ metody
stochastycznego poszukiwania warto$ci parametrow modelu minimalizujace
funkcje btedu prognozy.

W niniejszym artykule przedstawiona zostanie idea metod stochastycznego
poszukiwania najlepszych parametrow modeli wygladzania wykladniczego oraz
dokonana zostanie analiza ich zastosowania dla trzech postaci modelu Browna.
W [11] przebadano te metody w modelach Holta i Wintersa oraz przeprowadzono
poréwnanie mozliwosci ich wykorzystania do prognozowania wartosci
Warszawskiego Indeksu Gietdowego.

Modele wygladzania wykladniczego Browna

Prosty model wygladzania wykladniczego znany jest w literaturze
dotyczacej prognozowania na podstawie szeregdw czasowych od 1959 roku. Autor
modelu - R.G. Brown - podczas drugiej wojny $wiatowej pracowat dla Marynarki
Wojennej USA, gdzie byt przydzielony do opracowania systemu $ledzacego cel,
wykorzystywanego do lokalizacji okrgtow podwodnych dla potrzeb sterowania
ogniem. Pdzniej zastosowal t¢ technike do prognozowania popytu na czesci
zapasowe. Opisatl te pomysty w swojej ksigzce [1] na temat sterowania zapasami.
Prosty model Browna moze by¢ stosowany w przypadku wystgpowania w szeregu
czasowym prawie stalego poziomu zmiennej prognozowanej oraz wahan
przypadkowych.

Model ten moze by¢ opisany za pomoca nastgpujacego wzoru rekurencyjnego [3]:

(@) =F_=a-y_+(1-a) y_ () (1)
lub rOwnowaznie



v ()=y (@) +o-q,, )

gdzie:
y,* (o) - warto$¢ prognozy zmiennej y na chwile ¢;
Vi - warto$¢ zmiennej y w szeregu czasowym w chwili #-7;
qr1 - btad ex post prognozy wyznaczonej na chwile -1,
91 = Vi — J/:—l (a) (3)
o - parametr modelu, tzw. stata wygtadzania, o€ [0, 1].

Z (1) wynika, ze wartos¢ prognozy na chwile ¢ zalezy, w sposob rekurencyjny, od
wartosci z szeregu czasowego i prognoz na chwile ¢-7, ¢-2,...,1. Jako wartos¢
prognozy y, niezbedna do konstrukcji modelu przyjmuje sig najczesciej warto$é
poczatkowa zmiennej prognozowanej w szeregu czasowym, tzn. y; lub $rednia
arytmetyczng pierwszych kilku (np. 5) wartosci zmiennej y z szeregu czasowego.
Warto$¢ wspotczynnika o wptywa na stopien wygladzenia szeregu czasowego
(stad nazwa : model wygladzania wykladniczego): jezeli a~1, to budowana
prognoza bedzie uwzgledniala w wysokim stopniu bledy ex post prognoz
poprzednich; w przeciwnym przypadku (o=0) budowana prognoza bedzie
uwzgledniata w niewielkim stopniu te btedy. W literaturze (np. [3], [5]) mozna
spotkac sugestie, ze o powinno naleze¢ do przedziatu (0.2; 0.3). Jednak w studiach
prowadzonych np. przez Makridakisa w [8] najlepsze prognozy przynosity czgsto
warto$ci a>0.3.
Poniewaz wielko$¢ wspolczynnika o ma wplyw na jako$s¢ modelu
prognostycznego i wielko§¢ bledow prognoz (3) na kazda chwile - a nie mozna
arbitralnie wskaza¢ najlepszej wartosci tego wspodtczynnika dla kazdych danych -
wobec tego podstawowy problem, ktory dotyczy prostego modelu Browna mozna
zdefiniowa¢ nastepujaco:

znalez¢ takie o, dla ktérego zachodzi

s(o”) = min s(ar) (4)

ae0,1]
gdzie:
s(a) - standardowy btad prognozy,

S(a) = \/i-i(y, —yl@f 5)

t=1

n - liczba danych w szeregu czasowym.

Zadanie (4) mozna traktowa¢ jako zadanie programowania kwadratowego
(pomijajac  symbol pierwiastka) i rozwiaza¢ jedna ze znanych metod
zaprezentowanych np. w [12]. Dla przykladu, we wspomnianym wcze$niej
pakiecie STATISTICA [10] znajduje si¢ opcja wyznaczania optymalnych wartosci
parametréw modeli wygladzania wykladniczego polegajaca na minimalizacji
funkcji sumy kwadratow roéznic opisanej nastgpujaco:

s<a>=il(yt —y(@f (©6)

przy uzyciu metody quasi-Newtona [12].



Zauwazmy, ze funkcje (5) i (6) osiagaja minimum dla tej samej wartosci
parametru o i W sumie nie ma znaczenia (z punktu widzenia rozwiazania o), ktora
z nich bedzie minimalizowana (preferowana jest funkcja (6) z racji prostszej
postaci).

Czasami stosowana jest funkcja:

s(a>=%-i|y,*(a)—y,| %)
P

ktora opisuje sredni bezwzgledny btad prognozy. Jej postac jest o tyle istotna, ze
minimalizacja funkcji (7) jest minimalizacja sumy odchylen bezwzglednych, a ten
problem sprowadzalny jest w prosty sposob do tatwiejszego obliczeniowo
problemu programowania liniowego [6]. W celu sprowadzenia zadania (4), w
ktérym funkcje celu opisana przez (5) zastgpujemy funkcja opisana przez (7), do
rownowaznego zadania programowania liniowego przeprowadzmy rozumowanie
przedstawione w [6] (rozdz. 11.3.1). W tym celu oznaczmy:

z=max{0,y, (@) -y}, t=Ln (8)

zo=max{0,y, -y, (@)}, t=Ln ©)
Woéwczas mozemy zapisaé, ze dla kazdego ¢ = 1,n zachodzi:

|V (@)=, =2+ (10)

Vi@)=y, =z =z (1)

2020, 2,20, z-2,=0 (12)

Po uwzglednieniu powyzszych zapisOw otrzymujemy nastepujacy problem
programowania liniowego:
1 no_

;;z,+2 > min (13)

przy ogr.
V@) -zitzi=y, , t=Ln (14)
1>0>0 (15)
220, 220, t=Ln (16)

Nalezy jeszcze tylko zauwazy¢, ze w problemie (13)+(16) pomingliSmy warunki

zi-z, =0, t=1,n, ale jak pokazano w [6] nie rozszerza to zbioru rozwiazan
optymalnych. Zadanie (13) mozna rozwiaza¢ wykorzystujac standardowe metody
rozwiazywania zadan programowania liniowego (np. algorytm simpleksowy [6]).
Jednakze problem opisany przez (13)+(16) moze by¢ duzych rozmiaréw (liczba
zmiennych wynosi 2n+1, liczba ograniczen — 3n+2) i moga by¢ problemy
z efektywno$cig jego rozwiazywania.

Innym modelem z grupy modeli Browna jest tzw. klasyczny model Browna. Zostat
on zaproponowany w [2] rowniez przez F.G. Browna. W modelu tym zaktada sig,
ze szereg czasowy Y jest sumg sktadnika systematycznego mi;, i sktadnika losowego
¢ Skladnik systematyczny jest opisywany wielomianem stopnia p. Szereg
czasowy y, przedstawi¢ wobec tego mozna w nastgpujacej postaci:




1 1
v,=m +¢ =a,, +a, t+—-a, t'+..+—-a, -t"'+¢ (17)
B » 2' , p| P

Istota modelu polega na tym, ze wykorzystuje si¢ w nim tzw. operatory

wygladzania S* rzedu k, k=0,n, ktore zaleza rekurencyjnie od warto$ci szeregu
czasowego w chwilach, ¢-1, ¢-2,...,1 w sposob nastepujacy:
S’ =,

k k-1 k (18)
S“@)=a-S" +(1-a)-S5, , k=Ln

Na podstawie uktadu réwnan (18) wyznacza si¢ uktad roéwnan wiazacych oceny

wspotczynnikow a;,, i=1,p, t=1,n z rdwnania (17) z warto$ciami operatorow
Sk, k =0,n. Dla przypadku, kiedy p=1 (tzn. skladnik systematyczny ze wzoru
(17) opisany bedzie wielomianem pierwszego stopnia) pokazuje sig, ze zaleznos¢
ta jest nastepujaca [2]:

aO,t (C{) =2 Stl (a) - Stz (a)

(19)
a, (a>=ﬁ-(s,' (@) - S (@)

Jako warto$ci S| oraz S} przyjmuje sig najcze$ciej poczatkowa warto$é z szeregu,
tzn. S/=S} =y,.
Prognoze y, na chwilg #>T buduje si¢ w sposob nastepujacy:

i@ =a, (@) +a,(@)-(~T), t>T (20)
gdzie 1<7<n oznacza liczbg chwil z szeregu czasowego, ktore bierzemy pod uwage
do budowy prognozy y, . NajczeSciej jest tak, ze T=t-1. Mowimy wtedy

o prognozach budowanych z jednookresowym wyprzedzeniem.
Problem (4), dla klasycznego modelu Browna, przybiera podobna posta¢ jak dla

modelu prostego, z ta roznica, ze zamiast funkcji y; («) ze wzoru (1), wystepujacej
w (5), nalezy przyja¢ funkcje (20).

Zmodyfikowana wersja klasycznego modelu Browna zostala zaproponowana przez
Z. Pawlowskiego w [9], s. 241+245. Modyfikacja ta jest prostsza pod wzgledem
rachunkowym a jednocze$nie pozwala, jak pisze autor, bardziej efektywnie

wnioskowaé w przyszto$¢. Ma ona postac:
yi(@)=y(a)+ Ay (a)-(t-T), t>T,2<T<n (21)

gdzie:
Ay, (@)= y; (@) = yr () (22)
yr(@) ,yr, (@) - prognozy wyznaczane z (1) odpowiednio
dla =T oraz =T-1;

Z (21) wida¢, ze prognoza na chwile £~7T budowana jest jako suma prognoz
wyznaczanych z prostego modelu Browna: prognozy na ostatnia chwilg (z branych
pod uwage) w szeregu czasowym oraz réznicy prognoz z ostatniej i przedostatniej



chwili w szeregu czasowym przemnozonej przez liczbe¢ okreséw odlegltych od
chwili 7. Dla prognoz budowanych z jednookresowym wyprzedzeniem (tzn. gdy
t=T+1) formuta (21) przybiera postac :

Yira(@) =y (@) + 4y, () (23)

Dla zmodyfikowanego modelu Browna, problem (4) przybiera podobna postac jak
dla modelu prostego, z ta réznica, ze zamiast funkcji y (a)ze wzoru (1),
wystepujacej w (5), nalezy przyja¢ funkcje (21).

Idea stochastycznych algorytmow doboru najlepszych parametrow
modeli wygladzania wykladniczego

Rozwazajac algorytmy stochastyczne [13] bierze si¢ zawsze pod uwage
pewna abstrakcyjna przestrzen probabilistyczna (€2 G, P) i zaklada sig, ze
wszystkie rozwazane wielko$ci losowe bgda w niej zdefiniowane. Oznaczmy przez
ScE" zbior rozwiazan dopuszczalnych rozwiazywanego zadania (np. dla zadania
(4) $=[0,1]cE’, dla modelu Holta bedzie S=[0,1]x[0,1]cE?). Zbior S rozszerza sie
do przestrzeni miarowej (S, 4, 4) , wyrdzniajac w nim pewne o-ciato podzbiorow
A oraz pewna miarg A (poniewaz ScE', wiec A mozna interpretowaé jako dtugo$é
odcinka w E’ oraz pole powierzchni w E7). Ponadto bedziemy rozpatrywaé pewne
podzbiory 7cS, ktore takze rozszerzamy do przestrzeni mierzalnych (7, B, w).
Przez punkt losowy w T rozumie¢ bedziemy kazde mierzalne odwzorowanie 2 w
T. Kazde takie odwzorowanie generowaé bedzie rozktad prawdopodobienstwa w
przestrzeni (7,B), ktory oznaczymy przez Q. Bedziemy mowili, ze punkt losowy X
ma rozktad jednostajny na (7, B, ) (krotko: na T), jezeli 0<y(T)<oo oraz
O(B)=u(B)/1(T). Bedziemy to zapisywac : X~U(T). Jezeli przez f oznaczymy
funkcje kryterium (np. (5) dla prostego modelu Browna), to zaklada si¢ o tej
funkcji, ze jest A-mierzalna, tzn., ze dla kazdego punktu losowego X w zbiorze S
wielko$¢ f(X) jest zwykla zmienna losowa. Ponadto, jezeli istnieje rozwiazanie
x &S problemu I£1€1;1 f(x) , to liczba /' =f{(x") ma nastepujaca wiasnos¢:

P{wes2 fiX(w)<f}=0 24

P{we®: fiX(w)<f +&}>0 dla kazdego &0, (25)
gdzie X jest punktem losowym w S.
Przedstawimy jeszcze podstawowa definicjg, ktora jest stosowana do okreslenia
1 badania zbiezno$ci algorytmow realizujacych metody poszukiwania losowego
ekstremum funkc;ji.

oraz

Definicja 1[13]
Jezeli ciag zmiennych losowych (f(X,)s0 dazy
z prawdopodobienstwem 1 do /', to méwimy, Ze ciag punktéw losowych (X)),

dazy z prawdopodobienstwem 1 do minimum globalnego funkcji f w przestrzeni
(S, A4, A).



Ponizej opiszemy trzy algorytmy stochastyczne zastosowane do badan.

Algorytm 1 (z losowaniem punktow probnych)

Algorytm ten zalicza si¢ do grupy algorytmow zwanych algorytmami
z losowaniem punktéw probnych [13].
Ogdlny schemat tego algorytmu przedstawia si¢ nastepujaco:

= {é:na gdy f(&")< f(x") ("sukces")

(26)
xt,oogdy f(6)2f(x")

gdzie:
"1 _ kolejne przyblizenie (w n+I-szym losowaniu)

rozwigzania x &S, x=a;

& - punkt losowy w zbiorze S, $=[0,1] oraz &' ~ U(S);
1) — minimalizowana warto$¢ funkcji celu opisana przez (5),
tzn.
SO =s() @27
w ktorej
D), dla prostego modelu Browna

v (&) =1(20), dla klasycznego modelu Browna
21, dla zmodyfikowanego modelu Browna

Idea algorytmu polega na tym, ze w kazdej n+1-szej iteracji losujemy z rozktadem
rownomiernym ze zbioru S kombinacje parametréw odpowiedniego modelu (tzw.
punkt probny ¢&'; stad nazwa algorytmu). Jezeli warto$¢ funkcji celu (okreslona
przez (27)) dla nowo wylosowanych parametrow jest mniejsza niz dla parametrow
z poprzedniego (tzn. n-tego) kroku, to nowym przyblizeniem rozwiazania
problemu (4) jest zestaw nowo wylosowanych parametréw, czyli punkt probny &
W przeciwnym przypadku pozostajemy przy rozwiazaniu x" znalezionym do
n-tego kroku. Ciag (x"),»y mozemy wiec traktowac jako ciag coraz lepszych (nie
gorszych) przyblizen minimum funkcji (27).

Mimo, Ze jest to najprostszy z mozliwych algorytméw, to jednak, jak pokazemy w
nastepnych rozdziatach, jest bardzo skuteczny.

Algorytm 2 (z losowaniem kierunku poprawy)

Algorytm ten zalicza si¢ do grupy algorytméw zwanych algorytmami
z losowaniem kierunku poprawy [13].
Ogolny schemat tego algorytmu przedstawia si¢ nastgpujaco:

)

n

x", w przeciwnym przypadku

x,,+1:{x"+an-§", gly f("+a,-£)<f() 0

gdzie:
X" - kolejne przyblizenie (w n+I-szym losowaniu)
rozwiazania x €S, x=a,

& - punkt losowy (kierunek poprawy) w zbiorze Z,



Z= {_el’el} (29)
gdzie wielko$¢ e; oznacza wersor osi uktadu
wspotrzednych, &' ~ U(Z);

a, - dhugos¢ ,kroku”, zmienna losowa o rozktadzie
rownomiernym losowanym ze zbioru 7,

0,1 -x"], dy ¢&" =
T:{[ XL el &= 30)
[0,x"], gdy &' =—¢
oraz a,~ U(T);
1) — funkcja celu okreslona przez (27);

Idea tego algorytmu polega na tym, ze w kazdej n+1-szej iteracji losujemy
z rozktadem réwnomiernym ze zbioru Z (okreslonego przez (29)) kierunek &'
poszukiwania minimum funkcji, tzw. kierunek poprawy. Kierunek ten mozna
interpretowaé w ten sposob, ze okresla on ,,numer” parametru funkcji celu oraz to,
czy warto$¢ tego parametru bedzie zmniejszana, czy zwigkszana. Np. dla modelu
Browna, jezeli wylosujemy —e;, to oznacza to, ze bedziemy zmniejsza¢ (bo ,,—”
warto$¢ pierwszego parametru (bo ,,numer’=1, czyli «). Nastgpnie losujemy
dlugos¢ ,.kroku”, czyli warto§¢ zmiany odpowiedniego parametru funkcji celu
(w zaleznosci od tego, ktory kierunek (czyli parametr) wylosowali$my) zgodnie z
(30). Zauwazmy, ze warto$¢ dhugosci ,.kroku” jest losowana w ten sposob (por.
(30)), aby punkt x"+a,-&" miescit si¢ w zbiorze S. Jezeli warto$¢ funkcji celu
(okreslona przez (27)) dla argumentu x"+a,-&" jest mniejsza niz dla argumentu x"
z poprzednich krokéw, to nowym przyblizeniem rozwiazania problemu (4) jest
x"+a,-&" . W przeciwnym przypadku pozostajemy przy rozwiazaniu x" znalezionym
do n-tego kroku. Podobnie, jak to bylo w algorytmie 1 ciag (x"),»y mozemy
traktowa¢ jako ciag coraz lepszych (nie gorszych) przyblizen minimum funkcji
27).

Algorytm 3 (z adaptacjq rozktadu prawdopodobienstwa kierunku poprawy)
Idea tego algorytmu jest troch¢ bardziej skomplikowana niz dwoch
wczesniej przedstawionych. Istnieje tutaj pewna analogia do algorytmu 2. Réznica
polega na tym, ze o ile w algorytmie 2 losowalismy kazdy z kierunkéw poprawy
z jednakowym prawdopodobienstwem w kazdym losowaniu, to w algorytmie 3
rozktad prawdopodobienistwa kierunku poprawy jest zmieniany w trakcie obliczen,
w taki sposob, aby wykorzystac¢ zebrane juz informacje o minimalizowanej funkcji.
Ponadto inna jest filozofia wyznaczania dtugosci ,.kroku” w kazdym losowaniu.
Przedstawiony ponizej algorytm jest zmodyfikowana wersja algorytmu S5A
zaprezentowanego w [13].
Wezmy pod uwage algorytm 2 i niech

Z={el',e'2,...,e'2_,<} (31)
bedzie zbiorem rozwazanych tam kierunkow, przy czym e;. =e; dla j =1,K oraz
e. =—e,, dla j=K+12-K, gdzie K oznacza liczbg parametrow modelu (tzn.

J

K=1 dla modelu Browna, K=2 dla modelu Holta, K=3 dla modelu Wintersa, (por.



[11])). Niech (p!").. .., bedzie rozktadem prawdopodobienstwa, wedtug ktorego

w n-tym kroku iteracyjnym losujemy jeden z kierunkoéw ef]v , j=12-K.Niech

1 .
pﬁ-”=—2.K, j=12-K (32)

1 rozwazmy nastgpujacy sposob modyfikacji rozktadu ( p;”) )i<;<2x - Jezeli na n-tym
etapie obliczen wylosowali$my kierunek e'j(n) , to przyjmujemy:

Pin) = Pion =0 - (L= pii0)) -sen[f(x" +a, - e;,) = f(x")] (33)

orazdla i=12-K, i# j(n):

n+ n 0 " " I 5
i ”=p,-()+2,K_1'(1—p;(,:))-sgn[f(x +a, e, = f(x")] (34)

gdzie 6<[0,1] jest parametrem algorytmu (dla 6=0 mamy nieadaptacyjny
algorytm 2). Ze wzoréw (33) i (34) wynika, ze w przypadku sukcesu w n-tym
kroku (tzn. gdy warto$¢ funkcji celu w n-tym kroku bedzie mniejsza niz w kroku
poprzednim) zwigkszamy prawdopodobienstwo wylosowania tego samego
kierunku w nastepnym kroku i zmniejszamy to prawdopodobienstwo w przypadku
porazki.

Analogiczna idea przy$wieca wyznaczaniu dlugosci ,.kroku” a, w kolejnych
iteracjach: a, losujemy z rozkladem réwnomiernym ze zbioru:

T(n)= [0,5- (1=x")], gdy jme{l,. K}
[0,0°-x7], gdy jme{K+1..2-K}

przy czym, jezeli na n-tym i n-I-szym etapach obliczen wylosowaliSmy ten sam

(35)

kierunek 6”1_126}(,1-1):51:6}(”), to 0e(0,1); w przeciwnym przypadku J&~=1.

Zauwazmy, ze jezeli w poprzednim etapie wylosowaliSmy ten sam kierunek, co w
etapie obecnym, to zmniejszamy dtugos¢ kroku, chcac w ten sposob jak najlepiej
wykorzysta¢ fakt, ze poruszamy si¢ w dobrym kierunku i jak najwigcej punktow w
tym kierunku poprawy sprawdzi¢; w przeciwnym przypadku losujemy dlugosé
kroku tak, jak w algorytmie 2 (por. (30)).

Mozemy obecnie poda¢ ogolny schemat algorytmu 3 :

n+l x”_’_an'éﬂl’ gdy f(x”+an,§”)<f(x”)
¥ = . (36)
x", w przeciwnym przypadku
gdzie:
X" - kolejne przyblizenie (w n+I-szym losowaniu)
rozwigzania x €S, x=a;
& - punkt losowy (kierunek poprawy) w zbiorze Z

okreslonym przez (31), losowany z rozkladem
prawdopodobienstwa okreslonym przez (33)+(34);

a, - warto$¢ dhugosci ,kroku” bedaca zmienng losowa
o rozkladzie rdbwnomiernym na zbiorze T(n) okre§lonym
przez (35), czyli a,~ U(T(n));

1) — funkcja okres$lona przez (27);



Analiza dokladnosci i zbieznoSci prezentowanych algorytmow
w modelach wygladzania wykladniczego

Podanie warunkéw na doktadno$¢ otrzymanego rozwiazania, jak réwniez

warunkow zbieznosci dla wszystkich rozpatrywanych w poprzednim punkcie
algorytméw nie jest trywialne. Stosunkowo najprostsza sytuacja zachodzi dla
algorytmu 1, dlatego tez dla niego podamy analityczne warunki na doktadnos$¢
otrzymanego rozwiazania oraz zbieznos¢ algorytmu. Dla pozostatych algorytmow
przedstawimy empiryczne oszacowania zbieznosci i doktadnosci.
Rozwazmy algorytm 1 opisany przez ciag formut (26)+(27) w poprzedniej czesci
artykutu. Zgodnie z zatozeniami tam poczynionymi &', n=1, 2, ... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym w przestrzeni (S, 4, A). Dla
kazdego podzbioru AS , A€A, mamy:

P{E" € A} = A(A) ] A(S) (37)

Przypusémy, ze za pomoca algorytmu [ wykonaliSmy N krokow iteracyjnych
i ze jako przyblizenie optymalnego rozwiazania x €S otrzymalismy X". Chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie: z jaka doktadnoscia oszacowanie X przybliza nieznany
punkt x* minimum globalnego funkcji f (opisanej przez (27)) na zbiorze S ? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie przeprowadzimy rozumowanie przedstawione w [13].

Rozwazmy ciag wartosci funkcji f, = f (§i)i w losowych punktach &, i = I,_N

N
Jest to ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
prawdopodobienstwa. Oznaczmy przez F' dystrybuantg tego rozktadu:

FO) =P, < ) = HEEEL (38)

Poniewaz wartosci funkcji nie sa znane (gdyz dotycza losowych argumentow), to
dystrybuanta F rOwniez nie jest znana.

Dla rozwazanego algorytmu 1, punkt X" jest najlepszym punktem sposrod punktow
X1=§], X, X w tym sensie, ze

JIXY)=min {f}, f5, ..., fi} (39)

Wynika stad, ze :
P{fX") 2y} = [1-F@)T" (40)

Fakt ten umozliwia oceng dokladnosci rozwiazania przyblizonego X" przez
oszacowanie ,,wielkosci” zbioru punktow xeS , w ktérych funkcja f przyjmuje
wartoéci mniejsze (czyli lepsze) od AX"), przy czym przez wielko$é tego zbioru
rozumiemy jego wzgledna miarg:

A, <A S0) < SO 1)

A(S)

Z (41) wynika, ze dla jednowymiarowego przypadku (np. dla §=[0,1]) wielkos¢ ta
jest rowna stosunkowi sumy dtugosci odcinkdéw wewnatrz ktorych warto$¢ funkcji




£ jest mniejsza od wartosci AX") do dtugosci odcinka [0,1]; dla dwuwymiarowego
przypadku (np. dla S=[0,1]x[0,1]) wielko$¢ ta jest rowna stosunkowi sumy pol
figur wpisanych w kwadrat o boku dtugosci 1, takich, ze dla kazdego punktu x’
nalezacego do tej sumy warto$é funkcji £ jest mniejsza od wartosci AX") do pola
kwadratu o boku dtugosci 1.

Poniewaz X" jest wielkoscia losowa, wigc Ay jest zmienna losowa. Dla
dystrybuanty tej zmiennej losowej prawdziwe jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 [13]

Jezeli &, &, ..., & jest ciagiem niezaleznych punktéow losowych o
rozkladzie jednostajnym na przestrzeni (S, 4, 1), X'=&, X°, ..., X" jest ciagiem
okreslonym wzorem (26) oraz zbidr Ay jest okreslony przez (41), to dla kazdego
£e(0,1)

P{A, >et<(1-g)" (42)

Dowad tego twierdzenia zaprezentowany zostat w [13].
Z powyzszego twierdzenia wynika, ze jezeli ustalimy liczbg 7€(0,1) i dobierzemy
najmniejsze N=N(¢, n) takie, ze

(1-&)"<1-7g (43)

to jezeli za pomoca algorytmu 1 wykonamy N=N(gn) krokow iteracyjnych, to
otrzymamy :

P{ﬂ{x:f(x) <fXM) 5}S1_,7 (44)
A(S)

Z (43) otrzymujemy, ze:

N> {M] (45)
log(1-¢)

gdzie symbol !_x—‘ oznacza najmniejsza liczbg catkowita nie mniejsza od x. Z (45)
wynika, ze aby np. z prawdopodobienstwem 7 zlokalizowa¢ minimum funkcji f
jednej zmiennej z doktadnoscia do przedzialu o diugosci nie przekraczajacej ¢,
a wigc z doktadnoscia do cze$ci zakresu zmienno$ci argumentu réwnej ¢ nalezy
wylosowac co najmniej N punktow okreslonych wzorem (45). W ogdlnosci, jesli
mamy funkcje¢ k zmiennych okreslona na przestrzeni [0,1]° i jesli chcemy
zlokalizowa¢ minimum tej funkcji z dokladnoscia do czgsci zakresu zmiennosci
kazdego z argumentéw réwnej &, to musimy zlokalizowaé je z doktadnoscia do &
rozmiaru catej przestrzeni [0,1]", czyli liczba punktéow, ktére nalezy wylosowaé
Wwynosi:

N> {MW (46)
log(1-¢&")



Dla przyktadu, jezeli w modelu Browna chcielibySmy z prawdopodobienstwem
17=0.95 zlokalizowa¢ minimum funkcji f (okreslonej przez (5)) z doktadnoscia do
przedzialu (bo funkcja (5) jest funkcja jednoargumentowa) o dlugosci nie
przekraczajacej &=0.1, czyli z dokladnoscia do dziesiatej czgsci zakresu
zmiennosci argumentu, to nalezatoby wylosowac

Vs Fog(l - 0.95)} e @7
log(1-0.1)

punktow.

Z kolei, jezeli w modelu Holta chcielibysmy z prawdopodobienstwem 7=0.95
zlokalizowa¢ minimum funkcji f z dokladnoscia do dziesiatej czg$ci zakresu
zmienno$ci kazdego =z argumentow (funkcja f w modelu Holta jest
dwuargumentowa, por. [11]), to nalezatoby juz wylosowac

N> {—log(l 09 )W =299 (48)
log(1-0.1%)

punktow.

Nalezy zauwazy¢, ze przedstawione wyzej zagadnienie jest rtOwnowazne znanemu
W statystyce matematycznej zagadnieniu nieparametrycznych przedziatow (granic)
tolerancji. W [4], s. 329+331 przedstawiono formalne ujecie tego zagadnienia.
Niech X oznacza zmienna losowa ciagla o gestosci g(x). Rozpatrzmy catke W
okreslona nastgpujaco:

L,
W= j g(x)dx (49)
L
gdzie L, 1 L, sa jednoznacznymi funkcjami statystyk pozycyjnych
w N-elementowych prébach prostych z populacji, ktérej ceche X badamy. Nosza
one nazwg granic tolerancji. Poniewaz L; i L, sa zmiennymi losowymi, wigc catka
W tez jest zmienna losowa (o rozktadzie beta (por. [4], rozdz. 5.9)) i mozna ja
utozsamia¢ z frakcja elementdow populacji generalnej zawarta pomig¢dzy losowymi
granicami L; i L,. W [4] pokazano, ze dla dowolnej zmiennej losowej X typu
ciaglego i dla dowolnego 77<1 mozna dobrac takie N, ze

P(WZg):N~(N—1)-th’2~(1—t)dt:1—77 (50)

a wigc przy N odpowiednio dobranym prawdopodobienstwo, iz frakcja elementow
populacji generalnej zawartych migdzy najmniejszym i najwigkszym elementem w
N-elementowej probie jest co najmniej rowna &, jest rowne 1—7. Zauwazmy, ze
jezeli za W podstawimy
A< f()
A(S)

C2))

to (50) mozna utozsamiac z (44).
Powiedzmy jeszcze o zbiezno$ci algorytmu 1. MoOwi o tym nastgpujace
twierdzenie, ktére podamy bez dowodu (dowdd znajduje sie w [13]).



Twierdzenie 2 [13]

Jezeli (X)
algorytm 1 (por. wzor (26)), to ciag ten zbiega z prawdopodobienstwem 1 do
minimum globalnego funkcji f'(opisanej przez (27)).

jest ciagiem punktéow losowych generowanych przez

nxl1

Istotnym problemem, ktorym mozemy by¢ zainteresowani jest
wyznaczenie takiej liczby losowan N, przy ktorej warto$¢ funkcji f'z (27) bedzie
wyznaczona z odpowiednia doktadnoscia w stosunku do wartosci optymalnej ).
Oszacowanie tej liczby zostanie przedstawione w nastgpnym rozdziale (por. (54)).

Analiza wynikow symulacji

Przedstawimy obecnie wyniki badan zbieznoSci prezentowanych
algorytméw oraz dokladnosci rozwiazan, ktore z nich otrzymujemy. W celu
przeprowadzenia badan zbudowano symulator w jezyku VisualBasic for
Applications dziatajacy w srodowisku arkusza kalkulacyjnego MsExcel, realizujacy
prezentowane wczesniej algorytmy losowego poszukiwania minimum funkcji (27).
Pojedynczy eksperyment symulacyjny polegal na wylosowaniu N=100 punktow
losowych. Liczbg t¢ dobrano nieprzypadkowo i jak si¢ okaze byla wystarczajaca do
tego, aby osiagna¢ duza doktadnoé¢ wartosci funkcji ') z (27) w stosunku do
wartosci  fla’) dla  rozwiazania optymalnego . Odpowiada ona
w przyblizeniu wartosciom &£=0.02 oraz 7=0.1 z (45). Wykonywano M=30
eksperymentow symulacyjnych. Oznaczmy przez alf’j’k warto$¢ wspotczynnika a

otrzymang po N losowaniach w i-tym (i =1,_M) eksperymencie symulacyjnym,
dla j-tego (j =1,_3) algorytmu oraz k-tej metody wygltadzania (dla /=1 mamy
prosty model Browna, /=2 — klasyczny m. Browna, k=3 — zmodyfikowany m.

Browna). Poniewaz « moze przyjmowaé rozne wartosci w roznych
eksperymentach symulacyjnych, wigc jest zmienna losowa. W tym kontekscie

ail,vj,k jest i-ta realizacja zmiennej losowej «. Estymator punktowy warto$ci

oczekiwanej parametru wygladzania « dla j-tego algorytmu oraz k-tego modelu
wygtadzania po N losowaniach punktéw prébnych wyznaczymy nastepujaco:

N 1 M J—
a;\fk = H : Zaf[j’k , ] = 1,3 , k= 1,3 (52)
i=1

Zalezno$¢ (52) przedstawia oszacowanie warto$ci parametru « dokonane przez j-ty
algorytm zastosowany dla k-tego modelu wygtadzania przy N losowaniach
punktow probnych.

Oznaczmy przez N={1,...,N} zbior numeréw wylosowanych punktéw probnych.
Z kolei przez n, ;, oznaczmy nastgpujacg wielkos¢:

"o :min{neN: eI so.m} (53)
f(ak)




gdzie a/;, oznacza warto$¢ parametru « otrzymana do n-tego losowania w i-tym

eksperymencie symulacyjnym (i =1,_M), dla j-tego algorytmu ( j =1,_3) 1 k-tego
modelu wygtadzania (dla &=1 mamy prosty model Browna, k=2 — klasyczny m.
Browna, k=3 — zmodyfikowany m. Browna), a «, oznacza warto$¢ optymalna
parametru « dla k-tego modelu wygtadzania. Interpretacja wielkosci n, ;, jest
nastgpujaca: jest to najmniejszy numer punktu probnego (losowego), taki, ze
réznica wartosci funkcji f dla tego rozwiazania (punktu prébnego) i dla
rozwiazania optymalnego (&) jest nie wieksza niz jeden procent wartosci (), dla
J-tego algorytmu i k-tego modelu wygtadzania. Poniewaz punkt ', jest punktem

losowym, wigc n;, jest zmienna losowa a n,, jest jej i-ta realizacja.
Przeprowadzajac M eksperymentéw symulacyjnych otrzymamy pewien rozktad

empiryczny zmiennej n,,, ktory moze byC¢ reprezentowany np. za pomoca
dystrybuanty empirycznej F;,. Wyznaczmy estymator punktowy ﬁfi kwantyla

rzgdu 0.9 zmiennej losowej 7, . Jest to taka liczba, ktora speinia warunek:
Fr (A7) = Pln,, <itj3)=0.9 (54)

Interpretacja liczby ﬁfi (dla j-tego algorytmu i k-tego modelu wygtadzania) jest
nastgpujaca: jest to minimalna liczba losowan punktéw probnych potrzebnych do

tego, aby z prawdopodobienstwem 0.9 mozna byto stwierdzi¢, ze f(aﬁ-(’);z) roézni si¢
od fla') nie wigcej niz o jeden procent. Pozostato jeszcze tylko doda¢, ze dla
algorytmu 3 przyjeto 6=0.5 (por. (33), (34)).

Przejdziemy teraz do interpretacji wynikow.
W Tabeli 1 przedstawiono wyniki estymacji &,, o, &), fa), A}, dla

rozpatrywanych modeli Browna oraz algorytméw (dla WIG-u w okresie
X.1994+X1.1999). Zauwazmy, ze optymalna warto$¢ o wspolczynnika o dla
prostego modelu Browna wynosi 1, czyli najlepsze efekty daje prognoza na
postawie metody naiwnej (por. (1)), gdyz jest ona wyznaczana na chwile ¢ jako
warto$¢ z szeregu czasowego w chwili ¢-1.

Na Wykresach 1+3 zaprezentowano szybko$¢ zmniejszania sig¢ wartosci funkcji
(27) w zaleznosci od numeru kroku n (numeru punktu losowego) dla WIG-u
dlugookresowego (X.1994+X1.1999). Widzimy, ze szybkos$¢ ta jest duza, co
potwierdzaja wartosci 7}, w Tabeli 1.

Na Wykresie 4 przedstawiono zmiany wartosci indeksu WIG we wrze$niu 1999r.
oraz prognozy (liczone z jednookresowym wyprzedzeniem) wartosci WIG-u na
podstawie wszystkich trzech modeli. Zauwazmy, ze optymalna warto$¢ o
wspotczynnika o dla prostego modelu Browna wynosi réwniez 1 (por. Tabele 2),
tak jak to bylo dla WIG-u dlugookresowego (por. Tabele 1). W Tabeli 2

. ;e o~ * ~ * A .
przedstawiono warto$ci af.vk, a, fla;), la), n?i dla rozpatrywanych modeli

oraz algorytmow (dla WIG-u na wrzesien 1999).



Wykres 1

Pordownanie szybkosci zbieznos$ci algorytmow dla prostego modelu Browna
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Wykres 2

Poréwnanie szybko$ci zbieznoS$ci algorytmow dla klasycznego modelu Browna
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Wykres 3

Poréwnanie szybkosci zbiezno$ci algorytmow dla zmodyfikowanego modelu Browna
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Tabela 1
Oszacowane wartos$ci wspélczynnikow modeli Browna oraz odpowiadajace im
wartosci funkcji £ bledu standardowego prognozy dla WIG-u (X.1994+-X1.1999)

Rodzaj modelu | Rodzaj | &7, d R8O gy |
Browna algorytmu
j k

1 0.985 245.20 40

Prosty (j=1) 2 0,971 1 24596 | 244.45 46

3 0,997 244 .59 12

1 0.635 270.88 5

Klasyczny (j=2) 2 0.634 | 0.635 | 270.88 | 270.88 34

3 0.633 270.88 6

1 0.568 241.37 10

Zmodyfikowany (j=3) 2 0.563 | 0.569 | 241.40 | 24137 39

3 0.575 241.39 8

Tabela 2

Oszacowane wartosci wspélezynnikow modeli Browna oraz odpowiadajace im
wartosci funkcji f bledu standardowego prognozy dla WIG-u na wrzesien 1999r.

Rodzaj modelu Rodzaj oV - o * 700
Br:)wna algorytlglu G @ Ao M) "
Jj k
1 0.985 235.20 24
Prosty (j=1) 2 0.971 1 236.41 | 233.95 >100

3 0.997 234.20 34
1 0.403 221.57 9

Klasyczny (j=2) 2 0394 | 0398 [ 22157 | 221.56 | 27
3 0.399 221.56 7

1 0.635 219.89 24

Zmodyfikowany (j=3) 2 0.634 | 0.635 | 219.89 | 219.89 | 27
3 0.639 219.89 7




Wykres 4
Wartosci historyczne i najlepsze prognozy na podstawie réznych modeli Browna
dla WIG-u na wrzesien 1999r.
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Data notowania

Uwagi i wnioski

Z przeprowadzonych badan wynika kilka istotnych wnioskow.

Pierwszy to taki, ze prognozowanie za pomoca prostego modelu Browna
sprowadzato si¢ w zasadzie do prognozowania metoda naiwna, gdyz a=1 swiadczy
o tym, ze przy budowie prognozy w ogoéle nie bierzemy pod uwagg prognoz
poprzednich (por. (1)). Potwierdzita si¢ znana prawda, ze prosty model Browna nie
radzi sobie z szeregami czasowymi, w ktorych wystepuje tendencja rozwojowa
(metoda nie byta w stanie zaproponowac lepszego rozwigzania niz metoda naiwna
(bo o=1)). Okazuje sig, ze w szeregach czasowych o duzej zmienno$ci wartosci
zmiennej prognozowanej metoda naiwna czesto daje najlepsze (ze wzgledu na
minimalizacj¢ bledu prognozy) wartosci prognoz. Mimo to, model ten nie okazat
si¢ najgorszy (por. Tabele 1 i Tabelg 2). Jest to czgsciowym potwierdzeniem
badan przeprowadzonych przez Makridakisa i innych ([7], [8]), z ktérych
wynikato, ze prosta metoda Browna dawata najlepsze prognozy na jeden okres
naprzéd sposrod 24 innych metod analizy szeregéw czasowych zastosowanych
przez nich w badaniach.

Bezwzglednie najlepszym modelem prognozowania okazal si¢ model
zaproponowany przez Z. Pawlowskiego w [9] (zmodyfikowany klasyczny model
Browna), choé réznica w wartoéci bledu prognozy dla o byta nieznaczna w
stosunku do pozostatych modeli (por. Tabele 1 i Tabele 2). To, ze model ten
okazal si¢ najlepszy jest tylko potwierdzeniem hipotezy postawionej przez
Z. Pawtowskiego w [9], ze zmodyfikowana wersja klasycznego modelu Browna
jest bardziej elastyczna od wersji klasycznej (i oczywiscie od wersji prostej).



Jezeli chodzi o badane algorytmy, to zauwazmy, ze liczba A7), losowan
potrzebnych do tego, aby warto$¢ funkcji btedu f{ ﬁ;);i) nie réznila si¢ wiecej niz

o 1 procent od wartosci funkcji f dla optymalnej wartosci a parametru o,
w zasadzie byla mniejsza od 15, dla najlepszego algorytmu z punktu widzenia
szybkosci zbieznosci, czyli dla algorytmu 3. Nalezalo si¢ tego spodziewaé, gdyz
z idei tego algorytmu wynika, ze jezeli ,,zlapie” on w ktorej$ iteracji rozwigzanie
lepsze od dotychczasowego, to poprzez zwigkszanie prawdopodobienstwa
wylosowania tego samego kierunku (ktéry spowodowat, ze uzyskaliSmy lepsze
rozwiazanie) oraz zmniejszanie dhugosci kroku zmiany wartosci parametru probuje
jak najlepiej wykorzysta¢ fakt (poprzez przeszukanie otoczenia lepszego
rozwigzania), ze znalazl si¢ w poblizu tego rozwiazania. Algorytmowi 3 doréwnuje,
pod wzgledem szybkosci zbiezno$ci, algorytm [ natomiast ,,odstaje” od nich
algorytm 2. Szczegblnie jest to widoczne w modelach wieloparametrowych
(por. [11]). Nie jest zaskoczeniem, ze algorytm [ osiaga tak dobre wyniki w
szybkosci zbieznosci, gdyz Z. Zielinski w [13] udowadnia, iz szybkos$¢ zbieznosci
tego najprostszego algorytmu losowego jest najlepsza spos$rod prezentowanych
przez niego w cytowanej pracy. Zauwazmy ponadto, ze wyestymowane wartosci

~N
Qs

j=13, k=13 przedstawione w Tabeli 1 i Tabeli 2 w wigkszosci
przypadkow nie r6znia si¢ wiecej niz o 0.02 od odpowiedniej wartoéci . Jest to
potwierdzeniem oszacowania ze wzoru (45) na liczbg punktow losowych, gdyz dla
N=100 otrzymujemy na 90-cio procentowym poziomie ufnosci (tzn. 77=0.1), ze
warto$ci parametru @ nie powinny roznié¢ sie wiecej niz o £=0.02 od wartosci .
Zauwazmy ponadto, ze gdyby$my chcieli, aby warto$¢ parametru ¢ nie roznita
si¢ 0 wiecej niz 0.02 od wartosci o, to dokonujac dobrania wartoéci parametru o
metoda przeszukiwania sieciowego (o ktorej wspomnieliSmy we Wstepie)
nalezatoby sprawdzi¢ N=100/2=50 wartoSci parametru « (startujac od a=0
1 przyjmujac krok A zmian warto$ci a rowny 4=0.02), podczas gdy uzywajac
algorytmu 3 wykonywali$émy z reguly mniej niz 15 krokow (por. wartosci 77}

w Tabeli 1 i Tabeli 2). Ta roznica jest szczegélnie widoczna w modelach
wieloparametrowych (por. [11]).

Zaprezentowane algorytmy doboru optymalnych parametréw modeli wygladzania
wyktadniczego maja charakter uniwersalny i moga by¢ stosowane rowniez do
znajdowania optymalnych parametrow tych modeli dla innych szeregow
czasowych. Szereg czasowy przedstawiajacy wartosci WIG-u byt tylko
przyktadem, dla ktérego dokonano analizy wtasnosci tych algorytmow.

Analize wykorzystania modeli wygladzania wykladniczego dla szeregow
niestacjonarnych do prognozowania wartosci WIG-u przedstawiono w [11].
Ponadto pracg [11] mozna traktowa¢ jako uzupelienie tego artykutlu, gdyz
wykorzystano tam réwniez metody stochastycznego poszukiwania minimum
funkcji bledu prognozy, przedstawione w niniejszej pracy, do wyznaczania
optymalnego zestawu parametrow w dwuparametrowym modelu Holta oraz
trzyparametrowym modelu Wintersa (addytywnym i multiplikatywnym). Dopiero
stosowanie rozpatrywanych w pracy algorytméw do optymalizacji funkcji
wieloparametrowej daje petne porownanie korzysci z ich stosowania.
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